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Los apuntes de una asignatura permiten a los estudiantes no estar todo el rato pendientes de
copiar a la mayor velocidad posible (con los errores que ello produce) todo lo que se escribe en la
pizarra. Pero tiene también sus claras desventajas. La existencia de los apuntes suele incitarles a
utilizar poco otros libros, que dan otras visiones de la asignatura y que tratan diferentes temas
con más extensión, ejemplos, aplicaciones o rigor (según los casos).

Es importante, pues, consultar libros. El problema fundamental de la bibliograf́ıa para un
curso de Cálculo de primer curso es que no existe ’el libro adecuado’ a todos los estudiantes, pues
éstos llegan a la universidad con muy diferente formación matemática. El ideal seŕıa que todos
pudieran seguir un libro tan bonito como el Spivak. Pero ese ideal dista mucho de la realidad.

En teoŕıa, en las asignaturas de matemáticas del bachillerato se han tratado bastantes temas de
los que se va a profundizar en una asignatura de Cálculo de primero. Por ejemplo: números reales,
inecuaciones, sucesiones, rectas, trigonometŕıa, exponenciales y logaritmos, concepto intuitivo
de ĺımites, derivación, gráficas, primitivas sencillas, cálculo de áreas u operaciones elementales
con complejos. Según esto, sólo parte de los temas de Cálculo se veŕıan por primera vez: todo
lo relativo a series, la definición rigurosa de ĺımites, los desarrollos de Taylor, las sucesiones
de funciones, el cálculo de primitivas complicadas, las integrales impropias y pocas cosas más
(además del cambio que suele representar la insistencia de los profesores universitarios en ’las
demostraciones’).

La experiencia dice que, aunque hay un porcentaje digno de estudiantes que śı controlan buena
parte de los citados temas del bachillerato, hay otra parte (por desgracia no muy minoritaria)
con demasiados agujeros en su formación. Para los primeros, los libros clásicos de Cálculo ([Sp],
[A] o [CJ]) son el complemento natural de estos apuntes (el [A] tiene temas además de otras
asignaturas: Álgebra, Cálculo II, Ecuaciones Diferenciales,...). Pero para estudiantes de menor
nivel matemático es preferible manejar libros más elementales, como el [L], [St] o [LHE], que
contienen muchos más ejemplos sencillos (aunque no incluyen los temas más complicados de
estos apuntes: diferentes demostraciones, convergencia uniforme, impropias...). Los seis libros
anteriores estudian (al contrario que en el programa de Cálculo I) primero las funciones (integrales
incluidas) y luego las sucesiones y series. Los dos siguientes ([B] y [K]) tratan las sucesiones y
series al principio. El [K] es dif́ıcil de leer (y de encontrar), pero es citado porque de él se han
extráıdo algunas demostraciones.

Las hojas de problemas básicos y adicionales de estos apuntes son más que suficientes para
un curso de Cálculo. Pero en todos los libros de la bibliograf́ıa hay más problemas propuestos y
resueltos. Si algún amante de las matemáticas quiere problemas más teóricos y complicados, que
no dude en enfrentarse a los del [Sp]. Pero probablemente sea mayor el número de quienes echan
en falta en nuestros problemas ejercicios sencillos que permitan repasar los temas del bachillerato.
En [L], [St] o [LHE] se pueden encontrar cientos de ellos.
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1. Naturales, enteros, racionales y reales

1.1. Números naturales, enteros y racionales

Los números que básicamente vamos a tratar son los reales R. Estudiaremos sucesiones de nú-
meros reales, funciones de variables reales,... Pero antes de definir los reales vamos a hacer un
breve repaso de los números más sencillos. En lo que sigue se supondrá que son conocidos los
significados de los śımbolos ∀ (para todo), ∃ (existe),⇒ (implica),⇔ (si y sólo si), ... y que se han
visto propiedades lógicas sencillas que se utilizarán en alguna demostración como, por ejemplo,
que la afirmación ‘p⇒ q’ equivale a ‘(noq)⇒ (no p)′. Otros conocimientos que se presuponen son
las ideas y śımbolos básicos de la teoŕıa de conjuntos: ∪ (unión), ∩ (intersección), ⊂ (contenido
en), ∈ (pertenece), ...

Llamaremos N={1,2,3,4,5,6, . . .} al conjunto de los números naturales (sin incluir el
0 ), Z={. . . ,−2,−1,0,1,2, . . .} al de los enteros, y Q= {p/q, p y q enteros, q 6= 0} al
conjunto de los racionales. La suma y el producto de dos números naturales cualesquiera
son también naturales, pero su diferencia puede no serlo. Śı es un entero la diferencia
de dos enteros. El cociente de racionales es racional, pero no lo es, en general, el de
dos enteros. Los tres conjuntos son conjuntos ordenados por la relación “>”(ser mayor
que). Con palabras más matemáticas, y refiriéndonos al mayor de los tres conjuntos, se
dice que Q es un cuerpo ordenado, es decir, que satisface las siguientes propiedades
(a,b,c ∈Q):

Propiedades de cuerpo: Existen dos operaciones “+” y “ · ” que cumplen:
1) + y · son asociativas y conmutativas:

a+(b+ c) = (a+b)+ c , a+b = b+a , a · (b · c) = (a ·b) · c , a ·b = b ·a
2) se cumple la propiedad distributiva: a · (b+ c) = a ·b+a · c
3) hay elementos neutros 0 respecto a + y 1 respecto a · : a+0 = a, a ·1 = a ∀a
4) existen elementos inversos respecto a + y · :

∀a ∃ −a tal que a+(−a) = 0 , ∀a 6= 0 ∃ a−1 tal que a ·a−1 = 1

Propiedades de orden: Existe una relación “>”que satisface:
5) dado a , o bien a > 0 , o bien −a > 0 , o bien a = 0
6) si a,b > 0 también a+b > 0 , a ·b > 0

A partir únicamente de las propiedades anteriores se pueden definir las otras conocidas opera-
ciones básicas (diferencia, cociente y potencias) y desigualdades:

a−b = a+(−b); si b 6= 0, a/b = a ·b−1; si n∈N , an = a · . . . ·a , n veces;
b > a si b−a > 0 ; b < a si a > b ; b≥ a si b > a ó si b = a ; b≤ a si a≥ b .

N y Z no son un cuerpo: N no posee inverso siquiera respecto de la suma y Z no lo tiene respecto
del producto. El conjunto R de los reales que trataremos en la próxima sección poseerá todas
estas propiedades y además otra (el llamado ‘axioma del extremo superior’).

Repasemos algunas otras definiciones y propiedades de los naturales, enteros y racionales:
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1. Naturales, enteros, racionales y reales

Demostraciones por inducción.

Supongamos que queremos demostrar una afirmación, que llamaremos P(n) , que depen-
de de un número natural n . Demostrar P(n) por inducción consiste en:

i) demostrar P(1) (es decir, que la afirmación es cierta si n = 1 )
ii) probar que P(n)⇒ P(n+1) ∀n (supuesta cierta para n se demuestra para n+1 )

Hecho esto, como P(1) es cierta, por ii) también lo es P(2) . Y por tanto P(3) . Y P(4) ...

Ej. Probemos por inducción que
n

∑
k=1

k = 1+2+ · · ·+n = n(n+1)
2 .

[recordemos que el primer śımbolo se lee ‘sumatorio de k desde 1 hasta n’]

P(1) es cierta: 1 = 1(1+1)
2 . Probemos ahora P(n+1) suponiendo cierta P(n) :

n+1

∑
k=1

k =
n

∑
k=1

k +(n+1) = [estamos suponiendo cierta P(n)] = n(n+1)
2 +(n+1) = (n+1)(n+2)

2

Máximo común divisor y mı́nimo común múltiplo.

Dados dos naturales n y d se dice que n es múltiplo de d (o que d es divisor
de n ) si n/d es también un número natural. Desde luego, todo n tiene al menos dos
divisores: el 1 y el propio n . Si estos son sus únicos divisores dice que n es primo. Un
conjunto de enteros n1, ...,nk admite siempre un divisor común a todos: el 1 . Se llama
máximo común divisor al mayor natural que divide a todos ellos (y lo denotaremos por
mcd[n1, ...,nk] ). Por otra parte, dados los n1, ...,nk existen naturales que son múltiplos
de todos ellos (por ejemplo el producto de todos). Se llama mı́nimo común múltiplo
(mcm[n1, ...,nk] ) al menor número con esta propiedad.
Hallar el mcd y el mcm de unos naturales es fácil una vez calculados todos los divisores
primos de cada uno, lo que puede ser muy largo si los números son muy gordos.

[Para hallar estos divisores conviene conocer las reglas de divisibilidad por números sencillos:
recordamos que un entero es divisible por 3 (y por 9 ) si y sólo si lo es la suma de sus cifras;
divisible por 4 (por 8 ) si lo son sus dos (tres) últimas cifras; por 5 si acaba en 0 o en 5 ;
por 11 si la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan un lugar par y la suma de las
que ocupan lugar impar es un múltiplo de 11 (incluido el 0 )].

Otra forma de hallar el mcd[m,n] es utilizar el algoritmo de Euclides:

Sea m > n . Dividamos m entre n y llamemos q1 al cociente y r1 al resto:
m = q1n+r1 . Dividamos ahora n entre r1 : n = q2r1+r2 . A continuación r1 entre
r2 : r1 = q3r2+r3 . Luego r2 entre r3 ..., y proseguimos dividiendo de esta forma
hasta que el resto sea 0 . El mcd[m,n] es entonces el último resto no nulo.

Calculado el mcd , se puede hallar el mcm utilizando que: mcm[m,n] = m·n
mcd[m,n] .

Ej. Sean 2340 y 6798.

Como 2340 = 22·32·5·13 y 6798 = 2·3·11·103, mcd=6 y mcm=22·32·5·11·13·103 = 2651220

Euclides: 6798 = 2·2340+2118, 2340 = 1·2118+222, 2118 = 9·222+120, 222 = 1·120+102,

120 = 1 ·102+18, 102 = 5 ·18+12,18 = 1 ·12+6, 12 = 2 ·6

⇒ mcd= 6, mcm = 2340·6798
6 = 2651220

[Para hallar el mcd[n1, ...,nk] se puede calcular m1=mcd[n1,n2], luego m2=mcd[m1,n3], ...]

2 Cálculo - 0.9.3



1.1. Números naturales, enteros y racionales

Factoriales, números combinatorios y binomio de Newton

Para n∈N se define factorial de n como: n! = 1 ·2 · . . . · (n−1) ·n , y además 0! = 1 , y si
k es otro natural con 0≤k≤n , el coeficiente binomial o número combinatorio es(

n
k

)
=

n!
k!(n− k)!

=
n(n−1) · · ·(n− k +1)

k!

[
(n

k

)
se lee ‘n sobre k’; obsérvese que

(n
0

)
=
(n

n

)
=1 , que

( n
n−k

)
=
(n

k

)
, y que

(n
1

)
=
( n

n−1

)
=n ;

n! representa el número de formas distintas en que se puede ordenar un conjunto de n
elementos y el número combinatorio (que siempre es un número natural) es el número de
formas distintas en que se pueden escoger grupos distintos de k elementos (sin importar su
orden) entre los n de un conjunto].

La fórmula más famosa en que aparecen estos números es la de binomio de Newton:

(a+b)n = an+
(n

1

)
an−1b+

(n
2

)
an−2b2 + · · ·+

( n
n−1

)
abn−1 +bn =

n

∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk

Demostrémosla por inducción. Es claramente cierta si n=1 : (a+b)1 =
(1

0

)
a1b0 +

(1
1

)
a0b1.

Suponiendo que es cierta para n , probémosla ahora para n+1 :

(a+b)n+1 = (a+b)(a+b)n = (a+b)
[
an + · · ·+

( n
k−1

)
an−k+1bk−1 +

(n
k

)
an−kbk + · · ·+bn

]
= an+1 +

[(n
1

)
+

(n
0

)]
anb+ · · ·+

[(n
k

)
+

( n
k−1

)]
an+1−kbk + · · ·+bn+1 =

n+1

∑
k=0

(
n+1

k

)
an+1−kbk,

puesto que se cumple:
(n

k

)
+

( n
k−1

)
= n!

k!(n−k)! + n!
(k−1)!(n−k+1)! = n! (n−k+1)+k

k!(n−k+1)! =
(n+1

k

)
.

Ej. (1+x)6 = 1+6x+15x2+20x3+15x4+6x5+x6 ,

pues
(6

2

)
= 6·5

2·1 = 3 ·5 =
(6

4

)
,

(6
3

) 6·5·4
3·2·1 = 5 ·4

Existen infinitos números racionales e irracionales.

Observemos que entre dos racionales p > q, por cercanos que estén, existen infinitos racionales.
En efecto, r1 = (q+p)/2 es otro racional que se halla entre los dos. Otros infinitos, por ejemplo,
son r2 = (q+r1)/2 , r3 = (q+r2)/2 , ... Recordamos que una forma de precisar de forma única un
racional es dar su expresión decimal, que o bien tiene sólo un número finito de decimales o bien
tiene además un número finito de decimales que se repiten periódicamente ( 7/8 =0.875 es un
ejemplo de la primera situación y 8/7 =1.142857142857... lo es de la segunda). Pensando en la
expresión decimal vuelve a estar muy claro que entre dos racionales existen otros infinitos y que
podemos encontrar racionales tan próximos como queramos a uno dado.

Sin embargo, a pesar de estar tan juntos los racionales, aparecen de forma natural (ya desde los
griegos) otros números que no son racionales (es decir, irracionales; su expresión decimal tendrá
infinitos decimales no repetidos periódicamente). Por ejemplo, el teorema de Pitágoras asegura
que la hipotenusa de un triángulo rectángulo con catetos de longitud 1 mide

√
2 unidades de

longitud. Es fácil probar que
√

2 no es racional (demostrar que otros números famosos como π

ó e son irracionales es bastante más complicado). Para hacerlo, vamos a suponer que lo es y
llegaremos a una contradicción (es lo que se llama demostración por reducción al absurdo).

Como se sabe, un racional puede ser expresado de infinitas maneras diferentes como fracción
p/q . De ellas, se llama irreducible a la que tiene el denominador más pequeño posible, o sea,
aquella con p y q sin divisores comunes. Supongamos que

√
2 = p/q fracción irreducible. En-

tonces p2 = 2q2 . Aśı p2 es par, con lo que también debe serlo p (los cuadrados de pares son
pares e impares los de los impares) y por tanto es de la forma p = 2m . Aśı pues, 2m2 = q2 y q
también es par, en contradicción con la suposición de que p/q fuese irreducible.
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1. Naturales, enteros, racionales y reales

Observemos que la suma z= p+x con p racional y x irracional es necesariamente otro nú-
mero irracional (si fuese z racional, seŕıa x= z−p también racional). Y lo mismo sucede, si el
racional p 6=0 , con su producto (se prueba casi igual; que conste que suma y producto de irra-
cionales puede ser racional, por ejemplo,

√
2 +(−

√
2) = 0 y

√
2
√

2 = 2 ). Conocemos ya, pues,
infinitos irracionales: todos los de la forma p+q

√
2 , con p,q∈Z . Con esto podemos ya ver que

también entre dos racionales cualesquiera, por muy próximos que estén entre śı, existen infinitos
irracionales (por ejemplo, si p>q son racionales, q+(p−q)

√
2/n , con n=2,3, ... , son infinitos

irracionales y es fácil ver que están entre uno y otro). También entre dos irracionales hay infinitos
racionales e irracionales (parece bastante claro con la expresión decimal). O entre un racional y
un irracional.

1/1 1/2 1/3 1/4

2/1 2/2 2/3 2/4

3/1 3/2 3/3 3/4

Aunque existan infinitos racionales e infinitos irracionales el nú-
mero de irracionales es un infinito ‘más gordo’ que el de los
racionales (dos conjuntos, finitos o infinitos, tienen el mismo nú-
mero de elementos si se puede hacer una biyección entre ellos).
El número de racionales es el mismo que el de enteros (o el
de naturales, que también es el mismo), ya que se puede hacer
corresponder a cada entero un racional y viceversa (matemáti-
camente se dice que Q es numerable) como sugiere el esquema de la izquierda. Los irracionales
(y por tanto los reales), sin embargo, no se pueden poner en biyección con N (pero esto es algo
más dif́ıcil probarlo).

1.2. El conjunto R

¿Qué son exactamente los números reales? Sabemos que 5, –8/5,
√

2, π, e,... lo son, que
los tres últimos no son racionales y no se pueden expresar sin utilizar infinitos decimales, que
no se pueden escribir como una fracción. Se saben resolver algunas ecuaciones con coeficientes
reales, trabajar con desigualdades... Se podŕıa trabajar sólo con esta idea intuitiva, pero en
matemáticas a veces la intuición engaña. Convendŕıa tener una definición rigurosa del conjunto
R de los números reales. Lo mas serio (pero muy largo) seŕıa construir los reales a partir de los
racionales. Para ahorrar tiempo, definiremos R como un conjunto de objetos básicos que satisfacen
unas propiedades dadas que tomaremos como axiomas (si se construyese R estas propiedades
seŕıan teoremas que habŕıa que demostrar). De ellas se podŕıan deducir el resto de propiedades
que nos permiten hacer cálculos con reales (tampoco lo haremos (seguiŕıa siendo demasiado
largo), pero es interesante leer el Spivak para ver como se hace). Aśı pues, definimos a partir de
las propiedades vistas para Q:

Axiomas del
conjunto R

R es un conjunto que posee las propiedades 1) , ... , 6) de cuerpo
ordenado y además satisface el axioma del extremo superior

El último axioma (que vemos algo más adelante, pues exige alguna definición) distingue R de Q
.

0 5–8/5
e ! "2– Gracias al orden que hay en R tiene sentido la repre-

sentación usual de R como una ĺınea recta, asociando a
cada número real un punto de la recta. Es tan común
que se utilizan indistintamente los términos ‘conjunto de números reales’ y ‘recta real’; ‘número
real’ y ‘punto’.

A partir exclusivamente de los axiomas se podŕıan demostrar todo el resto de pro-
piedades de los números reales que se habrán utilizado en cursos anteriores. Repasamos
sin demostrarlas algunas referentes a desigualdades, porque suele haber problemas en el
trabajo con ellas:
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1.2. El conjunto R

Teorema:

a < b⇒ a+ c < b+ c , a− c < b− c a < b , c < d ⇒ a+ c < b+d , a−d < b− c
a < b , c > 0⇒ ac < bc , a/c < b/c a < b , c < d ⇒ ac < bd , si a,b,c,d > 0
a < b , c < 0⇒ ac > bc , a/c > b/c a/c < b/d ⇔ ad < bc , si a,b,c,d > 0
1<a⇒ a < a2 ; 0<a<1⇒ a > a2 a<b⇔ 1/a>1/b , a2 <b2,

√
a<

√
b , si a,b>0

Todas las desigualdades son válidas sustituyendo los < por ≤ (menos los > 0 ó < 0).

[En estos apuntes (y como siempre se hace)
√

a representará siempre sólo la ráız positiva del
número a≥0 ; el otro número real cuyo cuadrado es ese número a se debe representar por −

√
a ].

Ej. Determinemos todos los reales x que satisfacen: x2 + 2
x > 3

Si x=0 , el cociente no está definido. Si x 6=0 , como es ĺıcito sumar o restar a ambos lados,
la desigualdad equivale a: x2+ 2

x−3= x3−3x+2
x >0 . El cociente será positivo si y sólo tienen el

mismo signo denominador y numerador. Para conocer el signo de éste necesitamos hallar sus
ráıces. Aunque esto es complicado en general, es claro aqúı que x=1 lo anula, y aśı, dividiendo
por (x−1) , tenemos que x3−3x+2=(x−1)(x2+x−2)=(x−1)2(x+2) . Como el numerador es
estrictamente positivo si x>−2 , x 6=1 y negativo si x<−2 , los x buscados son:

{x : x <−2 ó 0 < x < 1 ó x > 1}
0 1–2

Podŕıamos haber operado de otra forma, multiplicando ambos miembros por x, pero teniendo
siempre cuidado con que al multiplicar por números negativos las desigualdades se invierten.

Si x > 0 , la desigualdad equivale a x3−3x+2 = (x−1)2(x+2) > 0→ todo x > 0 con x 6= 1 .
Si x < 0 , cambia la desigualdad: x3−3x+2 = (x−1)2(x+2) < 0→ todo x <−2 .

A cada x∈R podemos asociar un real positivo |x| , valor absoluto de x , definido por:

|x|=
√

x2 =
{

x si x≥ 0
−x si x≤ 0 0x y

|x| |y|

|x–y|

|x| representa la distancia de x al origen y |x−y| la distancia de x a y (tanto si y > x como si x > y)

Propiedades inmediatas a partir de la definición son:

|x|2 = x2 , |x|= |− x| , |xy|= |x||y| , −|x| ≤ x≤ |x|

Probemos otras que utilizaremos en muchas ocasiones:

Teorema: Sea a > 0 : |x| ≤ a ⇔ −a≤ x≤ a ; |x|< a ⇔ −a < x < a

0–a a⇒) si |x| ≤ a⇒−|x| ≥ −a⇒−a≤−|x| ≤ x≤ |x| ≤ a

⇐) sea −a≤ x≤ a ; si x3 ≥ 0, |x|= x≤ a ; si x≤ 0, |x|=−x≤ a ; por tanto, ∀x, |x| ≤ a

[con el < se demostraŕıa igual; del teorema se deduce, desde luego, que
|x| ≥ a⇔ x≤−a ó a≤ x , puesto que la afirmación ‘p⇔ q’ equivale a la ‘(no p)⇔ (no q)’]

Teorema:
|x+ y | ≤ |x|+ |y| (desigualdad triangular) ;
|x|− |y| ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y| ;

∣∣|x|− |y|∣∣ ≤ |x− y|

(|x+ y|)2 = (x+ y)2 = x2 +2xy+ y2 ≤ |x|2 +2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2 ⇒ |x+ y| ≤ |x|+ |y|
|x|= |x−y+y| ≤ |x−y|+ |y|⇒ |x|−|y| ≤ |x−y| ; |x−y|= |x+(−y)| ≤ |x|+ |−y|= |x|+ |y|
|x|− |y| ≤ |x− y| ; |y|− |x| ≤ |x− y| ⇒ |x|− |y| ≥ −|x− y| ⇒ | |x|− |y| | ≤ |x− y|
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1. Naturales, enteros, racionales y reales

Ej. Determinemos los x que satisfacen: |
√

x−2|= x

Si x < 0 , la ráız no está definida. Desarrollando (para x≥ 0 ) el valor absoluto tenemos:

|
√

x−2|=
{ √

x−2 si
√

x≥ 2, es decir, si x≥ 4
2−

√
x si

√
x≤ 2, es decir, si 0≤ x≤ 4

Y, por tanto, |
√

x−2|= x⇔
{ √

x = x+2 si x≥ 4⇒ x2 +3x+4 = 0√
x = 2− x si 0≤ x≤ 4⇒ x2−5x+4 = 0

El primer polinomio de segundo grado no se anula para ningún x real. El segundo para
x = 1 y para x = 4 (ambos en la región 0≤ x≤ 4 en que estamos). Pero sólo es válido x = 1
( |1−2|= 1 ). El otro real x = 4 no cumple la igualdad: |2−2| 6= 4 (nos lo hemos inventado
al elevar al cuadrado).

Ej. Hallemos los x que cumplen:
∣∣x2−1

∣∣≤ 3 ⇔−3≤ x2−1≤ 3⇔−2≤ x2 ≤ 4 .

0–2 2
Ambas desigualdades se cumplen si y sólo si |x| ≤ 2 (⇔ x2 ≤ 4 ; la
primera es cierta ∀x). Podemos llegar a lo mismo discutiendo las
posibilidades del valor absoluto (más largo):

3≥ |x2−1|=
{

x2−1 si |x| ≥ 1
1− x2 si |x| ≤ 1

⇔
{

x2 ≤ 4 si |x| ≥ 1→ 1≤ |x| ≤ 2
x2 ≥−2 si |x| ≤ 1→ todo |x| ≤ 1

Ej. Probemos ahora que para todo x se cumple −8≤ |x−5|− |x+3| ≤ 8 .

Los teoremas aseguran: |x|−5≤ |x−5| ≤ |x|+5 , |x|−3≤ |x+3| ≤ |x|+3 . Por tanto:
|x−5|− |x+3| ≤ |x|+5− [|x|−3] = 8 (mayor–menor) y
|x−5|− |x+3| ≥ |x|−5− [|x|+3] =−8 (menor–mayor)

También lo podŕıamos haber hecho expresando los valores absolutos según los valores de x .

Para enunciar el axioma del extremo superior necesitamos unas definiciones previas:

Un conjunto A⊂R se dice acotado superiormente (inferiormente) si existe
k∈R tal que a≤k ( a≥k ) para todo a∈A . A un real k con esa propiedad se le
llama cota superior (inferior) de A . A se dice acotado si lo está superior e
inferiormente (⇔∃k tal que |a|≤k , ∀a∈A ).

Ej. R+ = {x : x≥ 0} no es acotado, aunque śı lo está inferiormente (por −π, por el propio 0 . . . ).

A = {x : 0≤ x < 7} está acotado0 7

[cotas superiores:
√

93 , 7 (la menor), . . . ; cotas inferiores: −13, 0 (la mayor), . . . ].

B = { 1
n : n∈N} también lo está0 11/21/3

[cotas superiores: π , 1 (la menor), . . . ; cotas inferiores: −3, 0 (la mayor), . . . ].

Extremo superior (o supremo) de A es la menor de sus cotas superiores. Es decir:

s∈R es el extremo superior o supremo de A [ sup A ] si:
i) s es cota superior de A , ii) si k es cota superior de A entonces s≤ k .

[Se define análogo extremo inferior o ı́nfimo de A [ inf A ], mayor de las cotas inferiores].

El sup A puede pertenecer o no a A ; si pertenece se le llama máximo, es decir:

M∈R es el máximo de A [max A ] si M∈A y a≤M , ∀a∈A (análogamente, min A )

Ej. Z, sin cotas superiores ni inferiores, no puede tener ni supremo ni ı́nfimo. 7 es el supremo del
A de antes (es la cota superior más pequeña), pero no es máximo, pues 7 /∈A ; 0 es su mı́nimo
(y, por tanto, su ı́nfimo). Para B , 1 es el máximo (y supremo) y 0 el ı́nfimo (no mı́nimo).
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1.2. El conjunto R

Axioma del
extremo superior:

Todo conjunto no vaćıo de números reales acotado
superiormente posee extremo superior.

[no es dif́ıcil demostrar que la afirmación: ‘todo conjunto no vaćıo de números
reales acotado inferiormente posee extremo inferior’ es equivalente al axioma]

0

–!2– 
!2– 

3/2

Qno son de

Este axioma precisa la idea intuitiva de que los números
reales ‘llenan del todo’ la recta real. Como ocurŕıa en Q,
entre todo par de reales distintos existen infinitos reales
(infinitos racionales e infinitos irracionales). Pero a pesar
de estar también los elementos de Q‘tan cerca unos de otro como queramos’, dejan sin embargo
‘huecos’ entre ellos (los puntos ocupados por los infinitos irracionales). Por eso hay conjuntos
acotados en Q sin supremo. Por ejemplo, {x ∈ Q : x2 < 2} es un subconjunto de Q con cotas
superiores racionales ( 3/2 , por ejemplo) pero no existe ninguna en Q que sea la más pequeña.
Dada cualquier cota racional siempre puedo encontrar otra menor (más cercana al irracional√

2 ). El mismo conjunto, visto como subconjunto de R debe tener supremo:
√

2 lo es.

Los siguientes subconjuntos de R van a aparecer un montón de veces en estos apuntes:

Intervalos. Dados a < b se define:

intervalo abierto (a,b) = {x : a<x<b} ; intervalo cerrado [a,b] = {x : a≤x≤b}

a y b no pertenecen a y b śı pertenecena b a b

[a,b) = {x : a≤ x < b} ; (a,∞) = {x : a < x} ; (−∞,b) = {x : x < b}
(a,b ] = {x : a < x≤ b} ; [a,∞) = {x : a≤ x} ; (−∞,b ] = {x : x≥ b}

[ ∞ no es ningún número real, es sólo notación]

Se llama entorno de centro a y radio r>0 a B(a,r) = {x : |x−a|< r}= (a−r,a+r)

[es decir, al intervalo abierto de longitud 2r centrado en a : ]a a+ra–r

Los intervalos abiertos y cerrados son casos particulares de un tipo de conjuntos que
son importantes en matemáticas más avanzadas: los conjuntos abiertos y cerrados que
vamos a definir:

Def.
Sea A⊂R y a∈A . a es punto interior a A si existe r>0 tal que B(a,r)⊂A .
A es abierto si todos sus puntos son interiores.

Def.
Sea A⊂R . p es punto de acumulación de A si en
todo entorno de p existen puntos de A distintos de p .

[ p no tiene que
estar en A ].

p p+rp–r
B*Es decir, si llamamos B∗(p,r) = B(p,r)−{r}= {x : 0 < |x− p|< r} ,

p es de acumulación de A si para todo r>0 es A∩B∗(p,r) 6= φ .

Def. A es cerrado si contiene a todos sus puntos de acumulación.

a b
(       ) (       ) (       ) Ej. [a,b] no es abierto porque no todos sus puntos son interiores;

hay dos de ellos que no lo son: a y b (los demás śı lo son); por muy
pequeño que sea r , B(a,r) 6⊂ [a,b] (hay puntos de B(a,r) , los de la izquierda de a , que no son de
[a,b] ). Para ver si es cerrado, localicemos sus puntos de acumulación: cualquier p /∈ [a,b] no lo
es, ya que un entorno suyo suficientemente pequeño no contiene ningún punto del intervalo; todo
p ∈ [a,b] (incluidos a y b ) es de acumulación pues cualquier entorno suyo contiene infinitos
puntos de [a,b] . Como [a,b] contiene a todos sus puntos de acumulación, es cerrado.
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1. Naturales, enteros, racionales y reales

x0
( (       ) )

2x
0

(       ) 

(0,∞) śı es abierto, pues todos sus puntos son interiores. En efecto, sea
x ∈ (0,∞). ∃r = x (o cualquier r < x ) tal que B(x,r) = (0,2x)⊂ (0,∞).
(0,∞) no es cerrado, pues 0 /∈ (0,∞) y es de acumulación del conjunto.

0 11/21/3{ 1
n : n∈N} tiene un único punto de acumulación (el 0 ) que no

pertenece al conjunto: no es cerrado. Tampoco es abierto, pues
tiene puntos no interiores (ninguno lo es).

(       )
0 41 2 3 6 12

(       ){n∈N : n es divisor de 12}= {1,2,3,4,6,12} es claro que tam-
poco es abierto (puntos no interiores), pero este conjunto śı
es cerrado, pues contiene a todos sus puntos de acumulación (al conjunto φ (no hay ninguno)).

Teorema: A es cerrado si y solo si su complementario R−A es abierto.

Sea A cerrado: tomemos cualquier a ∈ R−A⇔ a /∈ A⇒ a no es de acumulación de A
⇒∃r tal que B(a,r)∩A = φ ⇒ B(a,r)⊂ R−A⇒ R−A es abierto

Sea R−A abierto. Probemos que A es cerrado probando: ‘a /∈ A⇒ a no es de ac. de A’:
a /∈ A⇒ a ∈ R−A abierto ⇒∃r/B(a,r)⊂ R−A⇒ B(a,r)∩A = φ ⇒ a no es de ac.
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y
continuidad en R

2.1. Funciones reales de variable real

Def.

Una función f es una regla que asigna a cada uno de los
números x de un conjunto D⊂R un único número real f (x) . A
D≡ dom f se le llama dominio de f . y≡ f (x) es el valor de f
en x . Imagen o recorrido de f es f (D)≡ im f ≡{ f (x): x∈D}.

f : D→ f (D)
x→ y≡ f (x)

Muchas veces f admite una expresión algebraica como f (x) = |x| , f (x) = senx ,...), pero otras no
será expresable ni con palabras. Una f estará determinada si conocemos todos los x de D y los
valores y correspondientes. Esto lleva a una definición más teórica, aunque más precisa:

Def.
Una función f es un conjunto de pares ordenados que no
contiene dos distintos con el mismo primer elemento.

[Aśı, la ‘función |x|’ seŕıa {(x, |x|) : x ∈ R} ]
(Si no se precisa más, dom f es el conjunto de x para los que f tiene sentido).

b
m1

Geométricamente, f se puede representar en un sistema de coor-
denadas como un conjunto de puntos (gráfica de f ) en el plano
xy . Aśı, la gráfica de f (x)=mx+b es un conjunto de puntos que
constituyen una recta (m es su pendiente y b su corte con el eje y ).

Dadas dos funciones f y g se pueden definir otras funciones f +g , f−g , f ·g , f /g y f◦g :

Def.
( f +g)(x) = f (x)+g(x) , ( f −g)(x) = f (x)−g(x) , ( f ·g)(x) = f (x) ·g(x) para
x ∈dom f∩domg . ( f /g)(x) = f (x)/g(x) para x ∈dom f∩domg ∩{x : g(x) 6= 0} .
( f ◦g)(x)= f [g(x)] (composición de f y g) para x con x∈domg y g(x)∈dom f .

Suma y producto de funciones, como es inmediato ver, son conmutativas, asociativas y
hay distributiva; la composición es asociativa, pero no conmutativa:

Ej. Si f (x) = x2 , g(x) = 2x−1 se tiene que ( f ◦g)(x) = 4x2−4x+1 6= 2x2−1 = (g◦ f )(x) .

–x xDef.
f es inyectiva en A⊂R si f (x) = f (x∗)⇒ x = x∗, ∀x,x∗∈A

[o lo que es lo mismo, si x 6= x∗⇒ f (x) 6= f (x∗) ].

Ej. f (x) = |x| no es inyectiva en A=R (a x y x∗=−x les corresponde el
mismo valor). Śı lo es en A=[0,∞) , o en A=[−7,−1] , por ejemplo.

La gráfica de una función inyectiva no corta más de una vez cualquier recta horizontal.

Def.
Si f : x → y= f (x) es inyectiva existe la función
inversa f−1 : y→ x= f−1(y) .

f−1 : f (A)→ A
y = f (x)→ x = f−1(y)

[Si no es inyectiva, o sea, si hay x 6=x∗ con f (x)= f (x∗)=y , no podemos asignar un único x al y ].

En términos de pares ordenados, la función inversa es f−1 = {(y,x) : (x,y) ∈ f} .
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

Propiedades inmediatas son:

y=f(x)

y=f   (x)–1

dom f−1=im f , im f−1=dom f , ( f−1◦ f )(x) = ( f ◦ f−1)(x) = x

La gráfica de f (x) y la de f−1(x) son simétricas respecto a la recta
y= x [pues (x,y) e (y,x) lo son]. Para escribir y= f−1(x) expĺıcita-
mente (cuando se pueda; en general será imposible) se despeja la x
en función de y de y= f (x) y se cambia el nombre a las variables.

Ej. La inversa de y = x3−5 es y = (x+5)1/3 [pues x = (y+5)1/3 al despejar].

Def.

f es estrictamente creciente en A⊂R si ∀x,x∗ ∈ A con x < x∗ se tiene
f (x) < f (x∗) . Es estrictamente decreciente si f (x) > f (x∗) . Es creciente
si f (x) ≤ f (x∗) . Es decreciente si f (x) ≥ f (x∗) . Cualquiera de ellas se dice
monótona (estrictamente monótonas, las dos primeras).

1 2 3
–1
1
2
3

–1

Ej. f (x) = [x ] = máximo entero menor o igual que x [llamada
‘parte entera de x’] es creciente en todo R [no estrictamente].

Ej. f (x) = |x| es estrictamente decreciente en {x≤ 0}
y es estrictamente creciente en {x≥ 0} .

Teorema: f estrictamente monótona en A ⇒ f inyectiva en A [y existe su f−1 ]

[si x 6= x∗ o bien es f (x) < f (x∗) o bien f (x) > f (x∗) ]

[Para ver si una f es monótona (y por tanto inyectiva) acudiremos en el futuro a las derivadas].

Definición y gráficas de las funciones elementales:

_

3

x2

3
!x
_
!x

3x x2

3x

!x
_

1–1

–1

1

y = xn , y = x1/n = n
√

x , n∈N

Cuando n impar, y = xn es inyectiva en todo R
y es f (R) = R . Su inversa x1/n está definida en
R y su imagen es R . Si n par, no es inyectiva
en R . Se llama entonces y = x1/n a la inversa de
y = xn restringida al intervalo [0,∞) , con lo que
la y = x1/n tiene por dominio e imagen [0,∞) (la
función y = −x1/n , para n par, es la inversa de
y = xn restringida a (−∞,0] ).

y = x−n =
1
xn

y = x−1/n =
1

x1/n

n ∈N

→
y = xm/n = n

√
xm , m,n∈N

1

1

1/x

1/x

1/x

1/x 22

!x
_

1/

–1

–1 1

x3/2

x2/3
1
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2.1. Funciones reales de variable real

Las curvas (cónicas):

(x−a)2 +(y−b)2 = R2 , x2

a2 + y2

b2 = 1 (•) , x2

a2 − y2

b2 = 1 , y2

b2 − x2

a2 = 1 .

(circunferencia) (elipse) (hipérbolas)

a
b

–a
–b

a

b

–a

–ba

b
R

No definen una única función (por ejemplo, (•) define dos:

y = b
a

√
a2− x2 e y =−b

a

√
a2− x2 , x ∈ [−a,a] ).

Funciones trigonométricas (siempre en radianes):

Unas definiciones antes: f se dice par si f (−x) = f (x) e impar si f (−x) =− f (x) ;
f es de periodo T o T -periódica si f (x+T ) = f (x) ∀x .

tan x

! !/2–! 

! 
!/2

1

–1

!/4–!/2
–! 

sen xcos x

senx y cosx son de periodo 2π, senx es impar
y cosx es par, tanx es π-periódica e impar.

1

longitud x
P

senx

cosx

x

Aceptaremos la definición clásica de senx [dado un
número x , se toma el punto P sobre la circunferencia
unidad tal que x sea la longitud del arco que une (1,0)
con P ; el ángulo orientado formado por las semirrectas
que unen (0,0) con ambos puntos es el ángulo de x ra-
dianes y senx es la ordenada de P ], a pesar de no ser
nada rigurosa, por basarse en el concepto de longitud de
una curva cuya definición no tenemos bien establecida.

[Se le puede dar rigor utilizando integrales, lo mismo que a senx : ver Spivak].

A partir del senx definimos:

cosx = sen(x+ π

2 ) , ∀x ; tanx =
senx
cosx

, si x 6= π

2 + kπ , k∈Z.

[Nos será más útil esta definición de cosx que la equivalente ‘abscisa del punto P ’. Las
otras clásicas funciones trigonométricas cotan x , sec x y cosec x no serán utilizadas en
estos apuntes, puesto que se pueden expresar fácilmente en términos de las dadas].

Admitimos que sus gráficas son las de arriba y repasemos algunas de sus propiedades
clásicas [algunas otras se proponen en los problemas].

http://alqua.org/libredoc/CAL1 11

http://alqua.org/libredoc/CAL1


2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

Recordemos primero la equivalencia entre grados y radianes. Como un ángulo recto son
π

2 radianes (la longitud de la circunferencia unidad es 2π) o 90◦, es a◦ = aπ

180 radianes. En
particular, los famosos ángulos de 30◦, 45◦ y 60◦ son, respectivamente, π

6 , π

4 y π

3 radianes.

Las funciones trigonométricas tienen una infinidad de valores exactos conocidos como:
sen(kπ) = cos(π

2 + kπ) = tan(kπ) = 0 ,
sen(π

2 +2kπ) = cos(2kπ) = 1 , sen(−π

2 +2kπ) = cos [(2k−1)π] =−1 ,

que son inmediatos, y los siguientes que se deducen fácilmente del teorema de Pitágoras:

sen π

6 = cos π

3 = 1
2 , sen π

4 = cos π

4 =
√

2
2 , sen π

3 = cos π

6 =
√

3
2

tan π

6 =
√

3
3 , tan π

4 = 1 , tan π

3 =
√

3

(además de los similares de otros cuadrantes). De Pitágoras también se deduce:

sen2 a+ cos2 a = 1 ⇒ 1+ tan2 a = 1
cos2 a

A partir de las últimas igualdades es fácil hallar, dada cualquiera de las razones trigono-
métricas de un ángulo y el cuadrante en el que se encuentra, los valores de las restantes:

Ej. Si tanα =− 4
3 y α ∈ ( 3π

2 ,2π) , los valores del seno y el coseno de este ángulo son:

cosα = + 1√
1+tan2 α

= 1√
1+(16/9)

= 3
5 , senα = cosα tanα =− 4

5 .

Más dif́ıciles de probar son las siguientes importantes identidades (válidas ∀a,b):

sen(a±b) = senacosb± cosasenb , cos(a±b) = cosacosb∓ senasenb ,

pero a partir de ellas ya es fácil comprobar todas las siguientes (de hecho, nos bastaban
las fórmulas para a+b , pues las de a−b son consecuencia inmediata de ellas). Por ejemplo:

sen2a = 2 sena cosa , cos2a = cos2 a− sen2 a = 1−2sen2 a = 2cos2 a−1

⇒ sen2 a = 1
2 [1− cos2a] , cos2 a = 1

2 [1+ cos2a]

Ej. Calculemos usando las igualdades anteriores el cos 35π

12 .

Primero observemos que cos 35π

12 = cos( 35π

12 −2π) = cos 11π

12 = cos(π− π

12 ) =−cos π

12 .

Como cos2( π

12 ) = 1
2 [1+ cos π

6 ] = 2+
√

3
4 ⇒ cos 35π

12 =− 1
2

√
2+

√
3 .

Podemos dar una expresión más bonita: −cos π

12 =−cos(π

3 −
π

4 ) =− 1
2

√
2

2 −
√

3
2

√
2

2 =−
√

2+
√

6
4 .

Veamos otras propiedades que también utilizaremos. Ésta es casi inmediata:

tan(a±b) = tana± tanb
1∓ tana tanb ⇒ tan2a = 2tana

1− tan2 a

En las siguientes basta desarrollar los segundos miembros:

senasenb = 1
2 [cos(a−b)− cos(a+b) ]

cosacosb = 1
2 [cos(a+b)+ cos(a−b) ]

senacosb = 1
2 [sen(a+b)+ sen(a−b) ]

En la última, llamando A=a+b y B=b−a , resulta ser a = A−B
2 y b = A+B

2 con lo que:

senA− senB = 2 sen A−B
2 cos A+B

2
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2.1. Funciones reales de variable real

arccos x

arcsen x

! 

!/2

1–1

–!/2

Para definir las funciones trigonométricas inversas debemos
restringir los intervalos de definición para que senx , cosx y tanx
sean inyectivas:

arcsenx
(
dom = [−1,1] , im = [−π

2 , π

2 ]
)

es la inversa de senx restringida a [−π

2 , π

2 ] .

arccosx
(
dom = [−1,1] , im [0,π]

)
es la inversa de cosx restringida a [0,π] .

(El arco seno de un x no es simplemente ‘el ángulo cuyo seno vale x ’;
hay infinitos x con el mismo seno; incluso hay 2 si sólo nos preocupamos
de [0,2π] ).

arctan x

!/2

–!/2

arctanx
[
dom = R , im= (−π

2 , π

2 )
]

es la inversa de tanx definida en (−π

2 , π

2 ) .

Ej. arctan(tan 3π

4 ) = arctan(−1) =−π

4 .

La función arctanx aparece muchas veces en el cálculo, por ejemplo hallando primitivas.

Exponenciales y logaritmos:

bx es fácil de definir si x∈Q [ bm/n = n
√

bm ] pero no si x es irracional (¿qué es 2π ?) y
por tanto logb x tampoco tiene sentido. Definiremos primero el logaritmo neperiano aśı:

logx≡ lnx =
∫ x

1
dt
t , para x > 0

[ logx será siempre neperiano, el decimal log10x no se utilizará]
que es la forma más corta de definirlo, aunque habŕıa que esperar a las integrales para
deducir todas sus propiedades. Admitimos que logx es estrictamente creciente en {x > 0}
y que su imagen es R . También admitimos las propiedades clásicas:

log(a ·b) = loga+ logb , log a
b = loga− logb , log(ac) = c loga , si a,b > 0

A partir de la función logaritmo, definimos:

e

logx

x

1

1

1

1

bx
(0<b<1)

(b>1)bx

log xb

log xb
(0<b<1)

(b>1)

ex es la inversa de logx , con
lo que su dominio es R y
su imagen x > 0 .

xb ≡ eb logx , x > 0 ;

bx ≡ ex logb , b > 0 , ∀x ;

logb x≡ logx
logb , b>0, b 6=1 ,

x > 0 .

De estas definiciones se podŕıan deducir:
b0 = 1 , bx+y = bxby , b−x = 1

bx , (bx)y = bxy [ bxy
representa siempre b(xy) ] , ...

Las definiciones son naturales, si han de satisfacerse estas propiedades. Aśı, por ejemplo:

xb = [exponencial inversa del logaritmo] = (elogx)b = [pues (bx)y = bxy ] = eb logx

[La definición de arriba de xb sólo vale para los x>0 si b es un real cualquiera,
pero no olvidemos que, por ejemplo, si b=7 ó b=1/3 está xb definida ∀x ].
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

Más en general (por este mismo argumento) se define:

f (x)g(x) = eg(x) log [ f (x)] , para los x tales que f (x) > 0 .

[Según la definición dada, el número e seŕıa aquel que cumpliese log e =
∫ e

1
dt
t = 1 .

Utilizando las propiedades de la integral se podŕıa aproximar su valor, pero esto será
mucho más corto hacerlo cuando estudiemos Taylor. Admitimos que aproximadamente
es e≈ 2.7182818... ].

Acabamos con las funciones hiperbólicas (seno, coseno y tangente hiperbólicas) defi-
nidas:

sh x ch x th x
1

1

–1

shx =
ex− e−x

2
, chx =

ex + e−x

2
,

thx =
shx
chx

, ∀x

Tienen propiedades similares a las trigonométricas (todas muy fáciles de comprobar):

sh(−x) =−shx , ch(−x) = chx , th(−x) =− thx , ch2x− sh2x = 1 , 1− th2x =
1

ch2x
,. . .

2.2. Sucesiones de números reales

{an}= a1,a2, ...,an, ... es una sucesión: a cada natural n corresponde un real an .

Matemáticamente, como una función es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto un
único elemento de otro:

Def. Una sucesión de números reales es una función de N en R
a : N→ R

n→ a(n)≡ an

Una sucesión tiende hacia a si en todo entorno de a, por pequeño que sea, están casi todos los
términos de la sucesión (todos salvo un número finito). Por ejemplo { 1

n}= 1, 1
2 , 1

3 , ... tiende hacia
0 ya que fijado un entorno cualquiera del origen todos los términos de la sucesión a partir de uno
dado acaban metiéndose dentro. Precisando:

Def.

{an} tiene por ĺımite a (o tiende hacia a o converge hacia a ) si para
todo ε > 0 existe un número natural N tal que para todo natural n ≥ N es
|an−a|< ε . Lo representaremos por lı́m

n→∞
an = a ó an →

n→∞
a . Si una sucesión {an}

no es convergente se dice divergente.

Esta definición es la primera de las definiciones rigurosas de ĺımite de aspecto similar
que veremos en los apuntes. Hagamos unas cuantas observaciones sobre ella:

Decir que |an− a| < ε es equivalente a que an ∈ B(a,ε) . Para todo ε hemos de
encontrar un N tal que aN ,aN+1,aN+2, ... estén dentro del entorno.
El N no es único: si los an ∈ B(a,ε) para n≥N , también están dentro para n≥N∗

si N∗ ≥ N . No se trata de hallar el menor N , basta con encontrar uno para el que
se cumpla.
En sucesiones escribiremos simplemente an → a , pues sólo tiene sentido el ĺımite
cuando n → ∞ (para funciones, la x podrá tender a 0 , a ∞ , a −∞ ,. . . y śı
tendremos que precisarlo).
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2.2. Sucesiones de números reales

(         )
0

1/N

– ! !

Ej. Formalicemos que 1
n → 0 : dado cualquier ε (por pequeño que sea)

existe N tal que 1
N <ε . Por tanto, si n≥N , | 1n−0|≤ 1

N <ε .
Se ve que N depende del ε dado (si ε =0.1, basta tomar N =11,
pero para ε =0.001 debemos tomar N =1001 o número mayor).

Ej. La sucesión {(−1)n}=−1,1,−1,1, ... es divergente, pues está claro que no todos sus términos
a partir de un N están en todo entorno de −1 , ni de 1 , ni de cualquier otro real. Aunque
haya infinitos términos en cualquier entorno de 1 (por ejemplo) hay otros infinitos que se
escapan. Si ε = 2 todos los an pertenecen al entorno B(1,2) , pero esto debe ocurrir ∀ε y
no sólo para los ε grandes.

El cálculo de ĺımites con ε y N es, en general, complicado. Pero, gracias a los teoremas que vere-
mos (demostrados utilizando los ε), sólo en contadas ocasiones y para sucesiones muy extrañas
deberemos en el futuro acudir a la definición. Para manejar ésta (en ejemplos y en teoremas) se
suele partir de lo que uno quiere hacer pequeño ( |an−a| ) y, tras algunos < ó ≤ (la desigualdad
triangular suele aparecer), se llega a una expresión de la que sea ya fácil decir para qué n es < ε :

Ej. Probemos sólo con la definición (pronto será innecesaria) que {an}=
{

2
√

n+5−n
√

n+1

}
→ 2 .∣∣∣∣2

√
n+5−n
√

n+1
−2

∣∣∣∣ =
|5−n−2|√

n+1
≤ 5−n +2√

n
≤ 3√

n
< ε ⇔

√
n >

3
ε
⇔ n >

9
ε2

Por tanto, dado cualquier ε , si N es un natural > 9/ε2 , para n≥N se cumple que |an−2|< ε .
[No es la única forma de precisar el N, podŕıamos, por ejemplo, no haber quitado el 1 del
denominador y habŕıamos llegado a otro N; lo que, desde luego, no funcionaŕıa seŕıa empezar
haciendo |an−2|≤|an|+2 , pues no habŕıa forma de hacer esto menor que cualquier ε ].

Teorema: {an} convergente ⇒{an} acotada.

Sea ε=1 (por fijar un número); sabemos que ∃N / si n≥N ⇒ |an| − |a| ≤ |an−a| < 1 ,
|an| ≤ |a|+1 . Por tanto, llamando M =máx{|a1|, . . . , |aN−1|, |a|+1} se tiene |an|≤M ∀n .

No es cierto que toda sucesión acotada sea convergente. Por ejemplo, {(−1)n} es acotada
y diverge. Lo que śı se deduce del teorema (no q⇒ no p) es que una sucesión que no está
acotada seguro que diverge.

Definimos ahora un par de tipos importantes de sucesiones divergentes (y no acotadas):

Def.
{an} diverge hacia +∞ ( lı́m

n→∞
an = ∞ ) si ∀K ∃N / ∀n≥ N se cumple an ≥ K.

{an} diverge hacia −∞ ( lı́m
n→∞

an =−∞ ) si ∀K ∃N / ∀n≥ N se cumple an ≤ K.

[+∞ y −∞ son sólo śımbolos, no números; estas sucesiones no convergen a ningún número real]

Ej. n2+1
2n → ∞ , pues ∀K, n2+1

2n ≥ n
2 > K si n≥ N con N cualquier natural ≥ 2K .

−1,0,−2,0,−3,0,−4, ... no diverge hacia −∞ . A pesar de que contenga términos tan
pequeños como queramos, no es cierto que dado cualquier K queden a su izquierda todos
los términos a partir de un N (para los K < 0 es evidente que es falso). Claramente, tampoco
tiende a 0 .

Def.
{an} es creciente si an ≤ an+1 ∀n . {an} es decreciente si an ≥ an+1 ∀n .
Cualquiera de las dos se dice monótona.

Ej. 13,23,33,43,53, . . . (no acotada, divergente hacia +∞) es creciente.

1,1,1/2,1/2,1/3,1/3,1/4,1/4, ... es decreciente (y tiende hacia 0 ).
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

Teorema:
{an} creciente y acotada superiormente ⇒{an} convergente.
{an} decreciente y acotada inferiormente ⇒{an} convergente.

Na

a– ! a
(

El axioma del extremo superior asegura que {an} tiene supre-
mo al que llamamos a . Veamos que a es el ĺımite de {an} :
Sea ε > 0 , ∃N tal que aN > a−ε (si no, existiŕıan cotas más
pequeñas que a ). Por tanto, si n≥ N , a≥ an ≥ aN > a−ε ⇒
|an−a|= a−an < ε. [Análoga la otra].

Dada una sucesión {an}, se llama subsucesión de {an} a cualquier sucesión formada
escogiendo ordenadamente infinitos términos de {an} , es decir:

Def. {an j}=an1 ,an2 , · · · con los n j∈N tales que n1 <n2 < · · · es subsucesión de {an}

Ej. 1
2 , 1

4 , 1
6 , 1

8 , 1
10 . . . , 1, 1

11 , 1
111 , 1

1111 , 1
11111 . . . ó 1

25 , 1
26 , 1

27 , 1
28 , 1

29 , . . . son subsucesiones de {1
n} .

No lo es, en cambio, 1
2 ,1, 1

4 , 1
3 , 1

6 , 1
5 , . . . , formada con elementos desordenados de {1

n} .

Está claro que si {an} → a también cualquier subsucesión suya {an j} → a . Por tanto,
una forma de probar que una sucesión no tiene ĺımite es encontrar dos sub-
sucesiones suyas que converjan hacia ĺımites distintos o alguna subsucesión
que no converja.

[A las subsucesiones de las sucesiones divergentes pueden pasarle, sin embargo, todo tipo de
cosas. Por ejemplo, 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4, ... tiene subsucesiones convergentes a infinitos ĺımites
distintos (a cada número natural), otras que divergen a +∞ y otras que no tienen ĺımite ni
finito ni infinito; −1,0,−2,0,−3,0,−4, ... tiene subsucesiones que tienden a 0 y otras a −∞;
1,2,3,4, ... no tiene subsucesiones convergentes... Si la sucesión es acotada veremos que śı
podemos sacar alguna conclusión].

Con los siguientes teoremas podremos calcular un montón de ĺımites de sucesiones sin
usar ε y N (sólo los más sencillos, otros muchos exigen técnicas de ĺımites de funciones
y habrá que esperar).

Teorema:
Si {an}→ a y {bn}→ b entonces:
{an +bn}→ a+b , {an−bn}→ a−b , {anbn}→ ab , y si b 6=0 , {an

bn
}→ a

b .

+) Dado ε, ∃Na/n≥ Na ⇒ |an−a|< ε

2 y ∃Nb/n≥ Nb ⇒ |bn−b|< ε

2 .

Por tanto, |an +bn− (a+b)| ≤ |an−a|+ |bn−b|< ε , si n≥ N =máx{Na,Nb} .

−) Casi igual que +).

·) |anbn−ab|= |anbn−abn +abn−ab| ≤ |an−a||bn|+ |bn−b||a| . Hagamos pequeño esto:

{bn}→ b⇒ dado ε, ∃Nb tal que n≥ Nb ⇒ |bn−b|< ε

2|a| si a 6=0

(y si a=0 , |bn−b||a|= 0 < ε

2 );

{bn} convergente está acotada: ∃B tal que |bn|<B ; y como {an}→ a , ∃Na / n≥Na ⇒
|an−a|< ε

2B . Por tanto: |anbn−ab|< εB
2B + ε|a|

2|a| = ε .

/)
∣∣an

bn
− a

b

∣∣ = |ban−ab+ab−abn|
|bbn| ≤ Kε

2K + |a||b|Kε

2|a||b|K = ε , si n≥ N =máx{N1,N2,N3} donde:

como {bn}→ b 6= 0 , ∃N1 / n≥ N1 ⇒ |bn| ≥ K > 0 ; como {bn}→ b , ∃N2 / n≥ N2

⇒ |bn−b|< |b|Kε

2|a| ; y como {an}→ a , ∃N3 / n≥ N3 ⇒ |an−a|< Kε

2 .
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2.2. Sucesiones de números reales

Las operaciones que involucran las sucesiones que tienden a +∞ o −∞ son sólo algo más
complicadas y vienen a formalizar la forma intuitiva en que se trabaja con los infinitos:

Teorema:
Sean {cn} → 0 , {pn} → p > 0 , {qn} → q < 0 , {an} acotada , {in} → ∞ .
Entonces: {an + in} → ∞ , {an− in} → −∞ , {cnan} → 0 , {an/in} → 0 ,
{pnin}→ ∞ , {qnin}→−∞ , {in/pn}→ ∞ , {in/qn}→−∞ , . . .

[como {cn}, {pn} y {qn} están acotadas, los resultados con {an} son también ciertos con ellas]

Probemos para cansarnos poco sólo un par de ellas, por ejemplo la primera y la última:
Sea |an| ≤ A , ∀K,an + in ≥ in−A≥ K , pues in ≥ K +A , si n es suficientemente grande.
Si n grande in > 0 y ∃Q/Q < qn < 0⇒∀K , in/qn < in/Q < K, pues in > QK si n grande.

Podemos abreviar el teorema (¡pero recordando que es sólo una notación!) escribiendo:

“acot±∞ =±∞” , “0·acot=0” , “acot
∞

= 0” , “(±1) ·∞ =±∞” , “ ∞

±1 =±∞” , . . .

y también es cierto: “∞+∞ = ∞”, “∞ ·(±∞) =±∞”, “(−1) ·(−∞) = ∞”, ... Es tentador escribir
“1/0 = ∞”, pero es falso en general [ {(−1)n/n} → 0 , pero su inversa {(−1)nn} no tiene
ĺımite]. Śı es cierto que si {pn}→ p > 0 , {cn}→ 0 y cn > 0 entonces pn/cn → ∞ .

Los ĺımites con potencias se deducirán de los ĺımites de funciones. Por ahora, admitimos:

Teorema:
Sean {bn}→ b , {pn}→ p > 0 , {qn}→ q < 0 , {in}→ ∞ . Entonces:

{pbn
n }→ pb , {ipn

n }→ ∞ , {iqn
n }→ 0 , {pin

n }→ { ∞ si p > 1
0 si 0< p<1

Podŕıamos resumir:“∞1 = ∞”,“∞−1 = 0”,“2∞ = ∞” ó“( 1
2 )∞ = 0”. Obsérvese que en ninguna

la base es negativa [por ejemplo, no está escrito (−∞)1 ni (−2)∞ ]: las potencias raciona-
les (y menos las reales, definidas a través del logaritmo) pueden no existir [la sucesión
{(−2)1/2n}, por ejemplo, no existe para ningún n ].

A pesar de tanto teorema aún quedan las llamadas indeterminaciones que resumimos:

∞−∞ , 0 ·∞ , 0
0 , ∞

∞
, 1∞ , 00 , ∞0

Hay que leerlas en términos de sucesiones. Aśı, la primera dice que si dos sucesiones → ∞ no se
puede, en principio, asegurar hacia qué tiende su diferencia (por ejemplo: n−n2→−∞ , n−n→ 0 y
n2−n→∞ ). Para resolver algunas bastará un truco algebraico como los de los ejemplos siguientes,
pero en otros casos, insistimos, se necesitará L’Hôpital o Taylor para halla los ĺımites.

Ej. Gracias a todo el trabajo con los ε ahora ya casi nunca habrá que acudir a la definición.

n2 +(−1)n

3n3 +2n
=

1/n+(−1)n/n3

3+2/n2 → 0+0
3+0

= 0 ,
n3 +(−1)n

3n3 +2n
=

1+(−1)n/n3

3+2/n2 → 1+0
3+0

=
1
3

,

n4 +(−1)n

3n3 +2n
=

n+(−1)n/n3

3+2/n2 → “
∞+0
3+0

= ∞” .

[Las tres son indeterminaciones y hay que reescribir la sucesión; en el cálculo hemos utilizado
varios teoremas: n3 = n · (n · n)→ ∞ porque el producto de dos sucesiones que tienden a
∞ tiende a ∞; (−1)n/n3 → 0 porque “acotado/∞=0”; 1+(−1)n/n3 → 1 porque la suma de
sucesiones tiende a la suma de los ĺımites; ĺımites de cocientes, más ĺımites con ∞...].

Ej.
√

n3−1−n
5n2−7

√
n

=

√
1− 1

n3 − 1√
n

5
√

n− 7
n

→ “
1−0

5 ·∞−0
= 0 ” , o bien,

√
n3−1−n

5n2−7
√

n
=

√
1
n −

1
n4 − 1

n

5− 7
n
√

n

→ 0−0
5−0

= 0 .

[Aqúı hemos utilizado además que lı́m
√

an =
√

lı́man y “
√

∞ =∞” que son casos particulares
de los ĺımites de potencias vistos; lo probaremos directamente en problemas].
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

Como se ve, para calcular ĺımites de cocientes de polinomios o ráıces de ellos
basta comparar los términos con la máxima potencia de numerador y denomi-
nador (y se podrán hacer a ojo: si el numerador es más pequeño, el cociente tenderá a
0 , si ambos son del mismo orden aparecen los coeficientes de los términos más gordos y
si el denominador es mayor el ĺımite será + o – infinito).

Ej. (−1)n 13n
n+1

diverge, pues hay subsucesiones con distintos ĺımites
(pares → 13 ,

impares →−13 ).

Ej.
√

n3−1−n = n
[√

n− 1
n2 −1

]
→ “∞ · (∞−1) = ∞”

[Hemos sacado factor común (lo habitual para ∞−∞) para dejar claro que término mandaba].

Ej.
√

n−
√

n−1 = [
√

n−
√

n−1][
√

n+
√

n−1]
√

n+
√

n−1
=

1
√

n+
√

n−1
→ 0

[Los ∞ eran del mismo orden y ha habido que racionalizar; sacar factor común no serv́ıa aqúı].

Ej.
1+ · · ·+n

n2 +1
=

n(n+1)
2(n2 +1)

→ 1
2

[El número de sumandos crece con n ; no es cierto
que como n

n2 → 0 nuestra sucesión también lo haga].

Ej.
n2

(n−7)!
=

n2

(n−7)(n−6)
1

(n−5)!
→ 1 ·0 = 0

Ej.
[
(−1)n +

√
n

]3 → “(acot+∞)3 = ∞3 = ∞”

Ej.
3n +2n+1

3n+1 +2n =
1+2(2/3)n

3+(2/3)n → 1+0
3+0

=
1
3

Ej. Calculemos el ĺımite de an para todos los a∈R sin hacer uso de teoremas no demostrados:

si a > 1 , a = 1+h , con h > 0 ; desarrollando el binomio:
an = (1+h)n = 1+nh+ · · ·> nh > K , ∀K, si n gordo ⇒ an → ∞ ;

si a = 1 , 1n = 1,1,1, ...→ 1 (esto no es ninguna indeterminación);

si a ∈ (0,1) , 1/a > 1 , an = 1
(1/a)n → “ 1

∞
= 0” ;

si a = 0 , 0n = 0,0,0, ...→ 0 (no estaba en el teorema de las potencias) ;

si a ∈ (−1,0) , an = (−1)n(−a)n → “acot·0 = 0” (tampoco estaba);

si a =−1 , (−1)n =−1,1,−1,1, ... diverge;

si a <−1 , an = (−1)n(−a)n ; como (−a)n → ∞ , an toma valores grandes

positivos y negativos ⇒ diverge (ni siquiera tiende a +∞ o −∞).

[Cuando veamos que senx , cosx , logx , . . . son funciones continuas en todo su
dominio podremos decir que si {bn}→ b entonces:

{senbn}→ senb , {cosbn}→ cosb , {logbn}→ logb (b > 0) , . . . ].

Damos para acabar unas definiciones y teoremas importantes en matemáticas más
avanzadas (en parte se utilizarán en las demostraciones de 2.4). El primer teorema
es uno de esos t́ıpicos de matemáticas que aseguran que existe algo pero no nos dicen
ni cómo es ese algo ni como buscarlo (y parecen no servir para nada).
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2.2. Sucesiones de números reales

Teorema: Toda sucesión acotada posee una subsucesión convergente.

[ ] 0b0c

1b1c ][

2b2c [ ]

[ 3b3c ]

Como {an} es acotada, existe un intervalo cerrado [c0,b0]⊃{an} .
Dividimos [c0,b0] en dos intervalos iguales. Uno de ellos, al me-
nos, contiene infinitos términos de {an}. Le llamamos [c1,b1] .
Volvemos a dividir y a elegir [c2,b2] con infinitos an ... Tenemos
aśı una sucesión de intervalos [ck,bk] , cada uno con infinitos tér-
minos de la sucesión. La sucesión c0,c1, ... es creciente y acotada
superiormente por b0 . La b0,b1, ... es decreciente y está acotada
inferiormente por c0 . Aśı ambas tienen ĺımite y es intuitivamente claro que el ĺımite de las dos
es el mismo. Le llamamos a . Construimos una subsucesión de {an} que tiende hacia a : elegimos
an0 ∈ [c0,b0] , an1 ∈ [c1,b1] con n1 > n0 (podemos, pues hay infinitos an en [cn1 ,b1] ),... No es dif́ıcil
formalizar que an j → a .

Ej. {senn} = 0.841.., 0.909.., 0.141.., -0.757.., -0.959.., -0.279.., 0.656.., 0.989.., 0.412.., . . .

[funciones trigonométricas siempre en radianes]; parece no tener ĺımite y se prueba (es dif́ıcil)
que es aśı. Como es acotada, tendrá subsucesiones convergentes, pero no sabemos cuáles.

La siguiente definición tampoco tendrá mucha utilidad práctica para nosotros:

Def. {an} es sucesión de Cauchy si ∀ε ∃N∈N tal que ∀n,m≥N se tiene que |an−am|<ε .

[la diferencia entre dos términos suficientemente altos es tan pequeña como queramos]

Parece claro que si todos los términos de una sucesión se acercan a un ĺımite se acercarán también
entre śı, es decir, que toda sucesión convergente será de Cauchy. Lo contrario también es cierto
para las sucesiones en R:

Teorema: {an} converge ⇔{an} es de Cauchy

⇒) ∀ε ∃N / k ≥ N ⇒ |ak−a|< ε

2 ; aśı pues, si n,m≥ N, |an−am| ≤ |an−a|+ |am−a|< ε

2 + ε

2 = ε.

⇐) Se puede probar que: {an} de Cauchy ⇒{an} acotada (la demostración es parecida a la
de las convergentes). Por lo tanto, existe subsucesión {an j} convergente hacia algún real a .
Veamos que toda la sucesión {an} tiende hacia ese a :

{an} de Cauchy ⇒∃N1 tal que n,n j ≥ N1 ⇒ |an−an j |< ε

2 .
{an j} convergente ⇒∃N2 tal que n j ≥ N2 ⇒ |an j −a|< ε

2 .

Por tanto: |an−a| ≤ |an−an j |+ |an j −a|< ε

2 + ε

2 = ε si n≥ N=máx{N1,N2} .

Un conjunto se dice completo si toda sucesión de Cauchy converge hacia un elemento del propio
conjunto. Acabamos de ver que R lo es. Pero, por ejemplo, Q no lo es: hay sucesiones de Cauchy
en Q que no convergen a un racional (como la 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... obtenida
añadiendo decimales de π , que es de Cauchy pero su ĺımite se escapa de Q). Ello se debe a la
inexistencia en Q del axioma del extremo superior (por esta misma razón, en Q hay sucesiones
monótonas y acotadas sin ĺımite en Q o sucesiones acotadas sin subsucesiones convergentes en
Q). La definición de conjunto completo es importante en análisis funcional.

El último resultado relaciona conjuntos cerrados y sucesiones y lo utilizaremos en demostraciones:

Teorema: Si {an}→ a y {an} ⊂ A cerrado ⇒ a ∈ A

Pues el ĺımite de una sucesión, si tiene infinitos términos distintos, es un punto de acumulación
de ella, y, por tanto, también de A que es cerrado. Y si {an} toma sólo un número finito de
valores, debe ser an = a a partir de un N, con lo que, claramente, a ∈ A .

[Para abiertos es falso: hay sucesiones {an} ⊂ A abierto cuyo ĺımite /∈ A ,
como le ocurre a { 1

n} ⊂ (0,1) ].
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

2.3. Ĺımites de funciones y funciones continuas

Def.

f tiende a L (o tiene por ĺımite L ) cuando x tiende hacia a si
∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que si x cumple 0 < |x−a|< δ entonces | f (x)−L|< ε .

Esto se representa: f (x) →
x→a

L o bien lı́m
x→a

f (x) = L .

[Es decir, ∀ε >0 ∃δ >0 tal que si x ∈ B∗(a,δ )⇒ f (x) ∈ B(L,ε) ].
[En la definición está impĺıcito que a es punto interior de dom f ∪{a} para que f tenga sentido
en B∗(a,δ ) ; también está claro que no importa nada el valor de f en a , ni siquiera si f está o
no definida en el punto].

Gráficamente: Para todo debe ser posible encontrar

tal que esté dentro de la banda

[evidentemente el δ no es único: si hemos encontrado
un δ nos vale también cualquier δ ∗ más pequeño].

L+!

L– !

a–  a+ 

L

a" "

Ej. f1(x) = x2 . Gráficamente parece claro que lı́m
x→a

f1(x) = a2 ∀a . Comprobémoslo para a = 0 :

Dado cualquier ε debe ser |x2−02|= |x|2 <ε si |x−0|= |x| es
suficientemente pequeño. Tomando δ =

√
ε se tiene que:

0 < |x|< δ ⇒ |x|2 < ε .

[Para otros a no es fácil hallar el ĺımite utilizando simplemente
la definición, pero será un ĺımite trivial cuando dispongamos de
los teoremas que veremos].

Ej. f2(x) = x3 arctan 1
x . Esta función no está definida en 0 , pero veamos que f2(x)→ 0 si x→ 0 .

Como |x3 arctan 1
x | ≤

π

2 |x
3|= π

2 |x|
3 , bastará tomar |x|< δ = 3

√
2ε

π
para que |x3 arctan 1

x |< ε .

[Como siempre, para trabajar con definiciones de este tipo partimos de lo que
queremos hacer pequeño y utilizamos desigualdades crecientes hasta que quede
claro el δ que garantiza que lo inicial es < ε ].

Ej. f3(x) =
{
−1 si x < 0
1 si x > 0

. Es claro que f3(x) →
x→a

{
−1 si a < 0
1 si a > 0

(basta tomar δ < |a| ).

Pero no tiene ĺımite cuando x→ 0 . Para ε <1 hay x con |x|<δ

para los que | f3(x)−L| ≥ ε , por pequeño que sea δ , sea quien
sea L ( 1 , −1 u otro número).

[La negación de que f → L si x → a es esta afirmación: existe un ε tal que para todo δ

existen x con |x−a|< δ pero cumpliendo | f (x)−L| ≥ ε (la negación de que ‘en toda clase
hay algún estudiante que, si se examina, aprueba’, es que ‘hay una clase en que todos los
estudiantes que se examinan suspenden’)].

Pero f3 se acerca a 1 ó −1 cuando x→ 0 si sólo miramos los x positivos o negativos.

Definamos ĺımites laterales:

Def.
f → L por la derecha (izquierda) cuando x→ a

[
lı́m

x→a+
f (x)=L ( lı́m

x→a−
f (x)=L )

]
si ∀ε >0 ∃δ >0 tal que si x cumple 0<x−a<δ ( 0<a−x<δ ) ⇒ | f (x)−L|<ε .

Como 0 < |x−a|< δ ⇔ 0 < x−a < δ y 0 < a− x < δ , es inmediato que:
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2.3. Ĺımites de funciones y funciones continuas

Teorema: lı́m
x→a

f (x) = L ⇔ existen lı́m
x→a+

f (x) y lı́m
x→a−

f (x) , y coinciden con L

Por tanto, si no existe un ĺımite lateral, o si existiendo no coinciden, no existe
el ĺımite.

Ej. f3(x) →
x→0+

1 , pues ∀ε, para cualquier δ que escojamos, si 0 < x < δ es | f3(x)−1|= 0 < ε .

f3(x) →
x→0+

−1 , pues ∀ε para cualquier δ , 0 <−x< δ ⇔−δ <x< 0⇒ | f3(x)− (−1)|= 0 < ε .

Esto prueba que no existe el lı́m
x→0

f3(x) . [Śı existen lı́m
x→1−

f3(x) = lı́m
x→1+

f3(x) = 1 = lı́m
x→1

f3(x) ].

En general, para ver si una f tiene ĺımite no será necesario calcular los laterales.
Sólo lo haremos cuando cuando la f sea diferente a ambos lados de a (como en el ejemplo
anterior en x = 0 ).

El siguiente teorema será muy útil para demostrar fácilmente bastantes otros usando las
propiedades de las sucesiones y, en el futuro, para calcular ĺımites de sucesiones que aún
no sabemos hacer.

Teorema:
lı́m
x→a

f (x) = L ⇔ toda sucesión {an}⊂dom f−{a} con {an} →
n→∞

a
satisface { f (an)} →

n→∞
L .

L

a

⇒) Sabemos que ∀ε ∃δ / si 0< |x−a|<δ ⇒ | f (x)−L|<ε .
Como an → a , ∃N / n≥ N ⇒ |an−a|<δ ⇒ | f (an)−L|<ε,
con lo que { f (an)}→ L .

⇐) Si f (x) no tiende a L existe ε >0 tal que para todo δ > 0

existe algún x con 0 < |x−a|< δ pero | f (x)−L|> ε .
En particular, para todo n existe algún an con 0 < |an−a|< 1

n pero | f (an)−L|> ε :
existe, pues, {an} que converge hacia a pero con { f (an)} 6→ L.

Gracias al teorema, para ver que una f no tiene ĺımite en a bastará encontrar una
{an} (formada por puntos de dom f ) que tienda hacia a y tal que { f (an)} diverja, o bien
encontrar dos sucesiones {an} y {bn} tales que { f (an)} y { f (bn)} tiendan hacia distintos
ĺımites. Esto puede permitir formalizar de forma sencilla la no existencia de ĺımites sin
tener que acudir a la negación de la definición:

Ej. Como an = (−1)n

n → 0 pero { f3(an)}=−1,1,−1,1, ... diverge ⇒ f3 no tiene ĺımite en x = 0 .
[Para otras sucesiones bn → 0 śı existe el ĺımite de { f3(bn)} (por ejemplo, para cualquier {bn}
con bn >0 dicho ĺımite es 1 ); pero el teorema pide que todas converjan y que el ĺımite de
todas sea el mismo].

Ej. f4(x) =
{ 1 si x racional

0 si x irracional
.

1

a

Intuitivamente parece claro que f4 no tiene ĺımite para ningún a
(racional o irracional). Por ejemplo, no puede tender f4
hacia 1 cuando x → a pues por pequeño que sea el δ

hay x del entorno (los irracionales) con | f4(x)−1| > ε

(para los ε < 1 ). Lo mismo sucede con otros posibles
ĺımites. Esto es mucho más fácil de formalizar con su-
cesiones: f4 no tiene ĺımite en a pues si {an} es una

sucesión de racionales y {bn} de irracionales tendiendo hacia a , se tiene que f4(an)→ 1 mien-
tras que f4(bn)→ 0 . (Estas sucesiones siempre existen, pues en todo entorno de a hay infinitos
racionales e irracionales).
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

Las siguientes definiciones incluyen ”∞” (no son ĺımites normales; como siempre ∞ es
sólo un śımbolo):

Def. lı́m
x→∞

f (x)=L [ lı́m
x→∞

f (x)=L ] si ∀ε >0 ∃M tal que si x>M [x<M] ⇒ | f (x)−L|<ε

Def. lı́m
x→a

f (x)=∞ [−∞] si ∀K ∃δ >0 tal que si 0< |x−a|<δ ⇒ f (x)>K [ f (x)<K ]

Def. lı́m
x→∞

f (x) = ∞ si ∀K ∃M tal que si x > M ⇒ f (x) > K

[Análogamente lı́m
x→a−

f (x) =−∞ , lı́m
x→−∞

f (x) = ∞ , ... ]

Un par de interpretaciones geométricas: f (x) →
x→a

∞

f (x) →
x→∞

L

L

M a

K

Ej. La función f5(x) = 1
x → 0 cuando x→∞ pues ∀ε > 0 ∃M = 1

ε
tal que si x > 1

ε
⇒ | 1x −0|< ε ,

y tiende a ∞ cuando x→ 0+ pues ∀K ∃δ = 1
K tal que si 0 < x−0 < 1

K ⇒
1
x > K .

Ej. f6(x) = 3
√

x+ thx →
x→∞

∞ , porque ∀K ∃M tal que f6(x) > 3
√

x−1 > K si x > M = (K+1)3 .

Se pueden probar relaciones entre estos nuevos ‘ĺımites’ y los de sucesiones. Por ejemplo:
Teorema:

lı́m
x→∞

f (x) = L ⇔ toda sucesión {an} ⊂dom f con an →
n→∞

∞ cumple f (an) →
n→∞

L

En particular, como la sucesión {n}→ ∞ , deducimos que f (x) →
x→∞

L ⇒ f (n) →
n→∞

L .

Teorema:

lı́m
x→a

f (x) = ∞ ⇔ toda sucesión {an}⊂dom f−{a} con an →
n→∞

a cumple f (an) →
n→∞

∞

Como consecuencia de los ĺımites de sucesiones se puede demostrar ahora fácilmente:

Teorema:

f (x)→
x→a

L , g(x)→
x→a

M ⇒ f ±g →
x→a

L±M , f ·g →
x→a

L ·M .

Si además M 6=0 ⇒ f
g →x→a

L
M .

Lo anterior es válido si se sustituye a por a+ , a− , +∞ ó −∞ .

Todas se demuestran igual, relacionando sucesiones y funciones. Por ejemplo, la primera:

Sea cualquier an → a , an 6= a . Por tender la suma de sucesiones a la suma de los ĺımites:

lı́m
n→∞

( f ±g)(an) = lı́m
n→∞

f (an) ± lı́m
n→∞

g(an) = L±M ⇒ lı́m
n→∞

( f ±g)(x) = L±M
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2.3. Ĺımites de funciones y funciones continuas

La continuidad se define usando el concepto de ĺımite. Ahora importa el valor de f (a):

Def.
f es continua en un punto a (interior al dominio de f ) si lı́m

x→a
f (x) = f (a) ,

es decir, si ∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que
si x cumple |x−a|< δ entonces | f (x)− f (a)|< ε .

[luego f no es continua si no existe ĺımite o no existe f (a) o si existiendo no coinciden]

a

c

a

a

Ej. Tres sencillas funciones continuas en cualquier punto a son:

f (x)=c : ∀ε >0 vale cualquier δ para que |x−a|<δ ⇒ |c−c|=0<ε.
f (x)=x : ∀ε >0 basta tomar δ =ε para que |x−a|<δ =ε ⇒ |x−a|<ε.
f (x)= |x| : ∀ε >0 tomando δ =ε es ||x|−|a|| ≤ |x−a|<ε si |x−a|<δ .

Ej. f2(x) = x3 arctan 1
x no es continua en 0 , pues no está definida f2(0) . Pero si

definimos f2(0) = 0 śı lo es, pues vimos que f2(x)→
x→0

0 . Si fuese f2(0) = 7 seŕıa discontinua.

f3 no puede hacerse continua en 0 definiendo adecuadamente f3(0), pues no existe lı́m
x→0

f3(x) .

El teorema similar de ĺımites nos da la caracterización de la continuidad con sucesiones:
Teorema:

f es continua en a ⇔ toda sucesión {an}⊂dom f con an →
n→∞

a cumple f (an) →
n→∞

f (a)

[por tanto lı́m
n→∞

f (an) = f ( lı́m
n→∞

an) si f es continua (no, si es discontinua)]

De los teoremas para los ĺımites de funciones se deduce también:

Teorema:
Si f y g son continuas en a entonces f +g , f −g , f ·g son continuas
en a . Si además g(a) 6= 0 , también f /g es continua en a .

Por ejemplo, lı́m
x→a

( f ·g)(x) = (propiedad
de ĺımites)

= lı́m
x→a

f (x) · lı́m
x→a

g(x) = f (a) ·g(a) . Las otras igual.

[Se podŕıan probar directamente a partir de la definición; la de la suma por ejemplo:
∀ε, | f (x)+g(x)− f (a)−g(a)| ≤ | f (x)− f (a)|+ |g(x)−g(a)|< ε si |x−a|< δ = mı́n{δ1,δ2} ,
siendo δ1 y δ2 tales que: | f (x)− f (a)|< ε

2 si |x−a|< δ1 , |g(x)−g(a)|< ε

2 si |x−a|< δ2 ,
y estos δ existen por ser f y g continuas en a ].

Teorema: g continua en a y f continua en g(a)⇒ f ◦g continua en a .

an → a ⇒
g cont. en a

g(an)→ g(a) ⇒
f cont. en g(a)

( f ◦g)(an) = f (g(an))→ f (g(a)) = ( f ◦g)(a)

Teorema:
f continua en a y estrictamente monótona en un entorno de a
⇒ f−1 continua en f (a) .

f(a+!)

a+ !a– ! a

f(a)
f(a– !) "

Sea f estrictamente creciente (si fuera decreciente, seŕıa análogo).
∀ε buscamos δ tal que |y− f (a)|<δ ⇒ | f−1(y)−a|<ε

[o sea, f (a)−δ <y< f (a)+δ ⇒ a− ε < f−1(y) < a+ ε ].
El dibujo sugiere δ =mı́n{ f (a+ε)− f (a), f (a)− f (a−ε)}>0 .
Entonces: f (a)−δ < y < f (a)+δ ⇒ f (a−ε) < y < f (a+ε)

[porque f (a)+δ ≤ f (a+ε) , f (a−ε)≤ f (a)−δ ]
⇒ a−ε < f−1(y)<a+ε [porque f−1 creciente].
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2. Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

Hemos definido la continuidad en un punto. En intervalos:

Def.
f es continua en (a,b) si es continua en todo x de (a,b) .
f es continua en [a,b] si es continua en (a,b) , lı́m

x→a+
f (x)= f (a) y lı́m

x→b−
f (x)= f (b) .

[No podemos decir simplemente ‘continua en todo x∈ [a,b]’, pues a y b no son puntos interiores].

Comprobemos que

todas las funciones elementales (de 2.1) son continuas en su dominio

Los polinomios P(x) = a0xn +a1xn−1 + · · ·+an son continuos en todo R

(ya que son sumas y productos de funciones continuas en todo a de R).

Las funciones racionales (cocientes de polinomios P(x)
Q(x) ) son continuas ∀a con Q(a) 6=0.

Las ráıces n
√

x son continuas en su dominio: R si n impar, R+ si n par (en x=0 hablamos

de lı́m
x→0+

2n
√

x ), por ser inversas de funciones estrictamente crecientes y continuas.

Las funciones trigonométricas y sus inversas también son continuas en su dominio:

Comencemos probando que f (x) = senx es continua ∀a∈R : ∀ε >0 , si |x−a|<δ =ε

se cumple: |senx− sena|= |2sen x−a
2 cos x+a

2 | ≤ 2|sen x−a
2 | ≤ 2 |x−a|

2 < ε .

cosx = sen(x+ π

2 ) es continua ∀a por ser composición de funciones continuas ∀a .

tanx = senx
cosx es continua si cosx 6= 0 , es decir, si x 6= π

2 + kπ , k∈Z .

arcsenx , arccosx en [−1,1] y arctanx ∀x son inversas de monótonas continuas.

Para probar la continuidad de exponenciales y logaritmos, con la definición dada,
hay que esperar al estudio de las integrales. El teorema fundamental de cálculo integral
que probaremos en 5.2 asegurará que

logx≡
∫ x

1
dt
t es continua ∀x > 0 . De ah́ı deducimos la continuidad de las demás:

ex es continua en R por ser inversa de continua. Y por ser composición de continuas:

xb ≡ eb logx continua en (0,∞) [si b>0 en [0,∞) , tomando 0 como su valor en 0 ],

bx ≡ ex logb (b>0) continua ∀x , logb x≡ logx
logb (b>0, b 6=1) continua ∀x > 0 .

Las funciones hiperbólicas, sumas y cocientes con denominadores no nulos de funcio-
nes continuas, son también continuas en todo su dominio R.

Combinando todo lo anterior podemos afirmar que much́ısimas funciones son continuas
en casi todos los puntos sin necesidad de aplicar la definición (el trabajo con los ε lo
hemos hecho en los teoremas, sobre todo en los de sucesiones, y sólo para funciones muy
raras habrá que acudir a ellos).

Ej. f7(x) =
ex/(x−1) + arctan [log(x2 +1)]− cos3 x+ 4

√
x

shx [3+ arcsen x
3 ]

es continua en (0,1)∩ (1,3] :

el numerador lo es en [0,∞)−{1} , pues arctan [log(x2 +1)]− cos3 x es continua en R
(suma de composiciones de continuas), la ráız en R+ y la exponencial si x 6= 1 ; el
denominador es continuo en [−3,3] (por el arcsen x

3 ) y sólo se anula en 0 ( arcsen como
mucho vale −π

2 y sólo sh0 = 0 ).
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2.3. Ĺımites de funciones y funciones continuas

Teniendo tantas funciones continuas el cálculo de ĺımites será casi siempre un cálculo
tonto, pues bastará sustituir x por a en la expresión de la función: f7(x) → f7(2) si
x→ 2 , por ejemplo, por ser f7 continua en 2 . También son sencillos algunos ĺımites con
infinitos, utilizando propiedades análogas a las de sucesiones (demostrables basándose
en aquellas, y utilizando los teoremas que relacionan ĺımites de funciones y de sucesiones
(o directamente)) que podemos esquematizar:

“c±∞ =±∞” , “acot±∞ =±∞” , “∞+∞ = ∞” , “∞ ·∞ = ∞” , “0 · acot=0”,

“ c
±∞

= 0” , “acot
±∞

= 0” , “p · (±∞) =±∞” (p>0) , “±∞

p =±∞” (p>0) , “ p
±0 =±∞” (p>0) ,

“log(+0) =−∞” , “log(∞) = ∞” , “e∞ = ∞” , “e−∞ = 0” , “arctan(±∞) =±π

2 ” , . . .

y que, como siempre, hay que leer en sentido de ĺımites; por ejemplo, “c±∞ = ±∞”
significa que si f tiende a c y g a + ó a – ∞ (cuando x → a , a+, a−, +∞ ó −∞), la
suma f +g , respectivamente, tiende a +∞ ó −∞ . La notación +0 (−0 ) significa aqúı
que f → 0 siendo f >0 ( f <0 ).[

Con esto, se tiene que lı́m
x→1+

f7(x) = ∞ ( c+∞

p ) y lı́m
x→1−

f7(x) = arctan [log2]− cos3 1+1
sh1 [3+ arcsen 1

3 ]

]
.

Como en sucesiones, a pesar de tanto teorema quedan ĺımites dif́ıciles: los indetermi-
nados, la mayoŕıa de los cuales (los que no admitan trucos algebraicos como los de
sucesiones) sólo sabremos hallar una vez que estudiemos las derivadas (por ejemplo, el
lı́m

x→0+
f7 si x→ 0+, que es de la forma 0

0 ). Recordamos que las indeterminaciones son:

∞−∞ , 0 ·∞ , 0
0 , ∞

∞
, 1∞ , 00 , ∞0

El siguiente teorema permite calcular un ĺımite indeterminado que pronto necesitaremos:

Teorema:
Si f (x)≤ g(x)≤ h(x) y lı́m f = lı́mh = L ⇒ lı́mg = L

( x→ a, a+, a−, +∞ ó −∞, todos valen )

L−ε < f (x)≤ g(x)≤ h(x) < L+ε ⇒ |g(x)−L|< ε ,
y los < de los extremos se dan pues f ,h→ L .

Calculemos el siguiente ĺımite indeterminado (que será inmediato con L’Hôpital o Tay-
lor), usando sólo propiedades trigonométricas (basadas en la no muy rigurosa definición
de senx , que ya hemos dicho que aceptamos) y el teorema anterior:

0
x senx

tanx

1

senx
x
→

x→0
1 . Si x>0 , por el significado geométrico de senx y tanx :

senx < x < senx
cosx ⇒ 1 < x

senx < 1
cosx ⇒ cosx < senx

x < 1 .

Como cosx →
x→0+

1 , el teorema anterior prueba el ĺımite para x>0 .

Si x<0 , por ser senx
x = sen(−x)

−x , reducimos el ĺımite al anterior.[
Más fáciles de calcular seŕıan (no son indeterminados): lı́m

x→ π

2

senx
x

=
2
π

, lı́m
x→±∞

senx
x

= “
acot

±∞
= 0”

]
.

Hallando ĺımites será, en ocasiones, conveniente realizar cambios de variable como:

Teorema:
[ t = g(x) ] g continua en a , g(x) 6=g(a) si x 6=a y lı́m

t→g(a)
f (t)=L ⇒ lı́m

x→a
f (g(x))=L

[casi igual que la demostración de la continuidad de f ◦g ]
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Ej. Con este teorema podemos deducir del ĺımite indeterminado hallado algún otro del tipo 0
0 :

lı́m
x→−5

sen(x+5)
x+5

= 1
[

t = g(x) = x+5 es continua, no se anula si x 6=−5 y sen t
t → 1

]
.

Otro que exige algo de ingenio (pero que será muy fácil con los desarrollos de Taylor):

lı́m
x→0

1− cosx
x2 = lı́m

x→0

1
1+ cosx

lı́m
x→0

1− cos2 x
x2 =

1
2

lı́m
x→0

( senx
x

)2
=

1
2

.

Complicándolo un poco: lı́m
x→0

tan(x2)
x

= lı́m
x→0

sen(x2)
x2 lı́m

x→0

x
cos(x2)

= 1 · 0
1

= 0 .

Como ningún teorema nos dice nada sobre el siguiente, tendremos que acudir a la definición:

lı́m
x→∞

tan(x2)
x

no existe porque la función se va a ±∞ infinitas veces
(
si x = [π

2 +kπ]1/2 )
y por tanto su gráfica se sale de la banda limitada por y = L+ε e y = L−ε sea cuál sea el L .

De cada ĺımite de funciones se deduce una infinidad de ĺımites de sucesiones gracias
a los teoremas que los relacionan (pero por ahora solo sabemos calcular muy pocos
indeterminados). Por ejemplo:

Ej. lı́m
n→∞

cos
√

n
n+1 = 1 , porque

√
n

n+1 → 0 , cosx es continua en x = 0 y cos0 = 1 .

Por razones análogas: {sen nπ

2n+1}→ sen π

2 = 1 , {log n+5
n }→ log1 = 0 , . . . .

Ej. lı́m
n→∞

n2sen 1
n2 = 1 , porque 1

n2 → 0 y g(x) = sen(x)
x → 1 cuando x→ 0 .

Admitimos ahora estos ĺımites de sucesiones que necesitaremos en series (no son calculables aún):

logn
na → 0 , ∀a > 0 ; n

√
n→ 1 ; {(1+ cn)1/cn}→ e , si {cn}→ 0

[El primero ( ∞

∞
), será consecuencia de que: lı́m

x→∞

logx
xa =

L’Hôp
lı́m
x→∞

1/x
axa−1 = 0 . De él sale el segundo:

x1/x = elogx/x → e0 =1 . El último ( 1∞ ) se deducirá de que (1+x)1/x →
x→0

e . En vez de con inte-

grales, se puede definir el número e como el ĺımite de la sucesión creciente y acotada (1+ 1
n )n.

Hallemos los ĺımites de alguna sucesión más utilizando los anteriores y/o resultados ya vistos:

Ej.
3
√

n+ logn
3
√

n+ logn
=

1+ logn
3√n

3
√

1+ logn
n

→ 1
[pues hemos admitido que logn es
mucho más pequeño que na, a > 0 ]

Ej. n1/n−1 → “∞−1 = 0” ; n1/(n−1) = (n1/n)
n

n−1 → 11 = 1 ;

(7n3−1)1/n = (n1/n)
3
(

7− 1
n3

)1/n
→ 13 ·70 = 1

[el primero no era indeterminado; en los otros usamos (ab)c = abc y el ĺımite admitido n1/n → 1]

Ej.
[

6n+1
3n+2

]−n2

→ “ 2−∞ = 1
2∞ = 0 ” ;

[
3n2 +1
3n2 +2

]−n2

=
[(

1− 1
3n2 +2

)−(3n2+2)
] n2

3n2+2
→ e1/3

[la primera otra vez era sencilla, pero como 1−∞ es indeterminado, en la segunda buscamos el
número e identificando la {cn}→ 0 y poniendo lo que sobra fuera del corchete]
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2.4. Teoremas sobre funciones continuas en intervalos

Teorema:

f continua en c y f (c) > 0 [< 0] ⇒∃δ > 0 tal que f (x) > 0 [< 0] si x ∈ (c−δ ,c+δ )

Dado ε = f (c) , ∃δ > 0/ si |x− c|< δ ⇒ | f (x)− f (c)|< f (c)⇒
f (x)− f (c) >− f (c)⇒ f (x) > 0 [si f (c) < 0 tomamos ε =− f (c)]

c

Teorema: (de Bolzano para funciones continuas):

f continua en [a,b] , f (a)<0< f (b)⇒ existe algún c ∈ (a,b) tal que f (c) = 0

a
b

[La gráfica corta el eje x en algún punto (el teorema
no dice dónde), quizás en más de uno].

Sea A = {x ∈ [a,b] : f (x)≤ 0} 6= φ (a ∈ A) y acotado superiormente

(por b) ⇒ existe c =sup A . Probemos que f (c) = 0 :

c

cota más
pequeña

c
no es cota

de ASi f (c) < 0⇒∃δ/ f (x) < 0 en (c−δ ,c+δ )
y c no seŕıa cota de A .

Si f (c) > 0⇒∃δ/ f (x) > 0 en (c−δ ,c+δ )
y habŕıa cotas menores.

En ninguno de los dos casos c podŕıa ser el supremo de A .

Teorema:

f continua en [a,b]⇒ f toma todos los valores comprendidos entre f (a) y f (b)

a
ba b

[Normalmente tomará más y si f no es continua, no tiene
que tomarlos, como muestran los dibujos de la izquierda].

Si f (a)< f (b) , sea p con f (a) <p< f (b) . La función
g = f−p es continua en [a,b] con g(a) < 0 < g(b) . El teorema de Bolzano asegura que
existe c ∈ (a,b) con g(c) = 0 , es decir, con f (c) = p . Si f (a) > p > f (b) , como − f es
continua y − f (a) <−p <− f (b)⇒∃c ∈ (a,b) tal que − f (c) =−p .

Hemos hablado de conjuntos acotados y definido máximo de un conjunto, pero no de
una función. De forma natural, se dice que f está acotada en A⊂R si lo está el conjunto
f (A) = { f (x) : x ∈ A} y se define valor máximo de f en A como el máximo del conjunto
f (A) (en caso de que exista). Análogamente se define valor mı́nimo de f en A .

a b

Ej. La función del dibujo (que śı es acotada) no tiene valor máximo
en [a,b] , aunque śı valor mı́nimo (se alcanza en b y su valor es 0 );
está claro que no es continua en [a,b] .

Teorema: f continua en [a,b]⇒ f acotada en [a,b]

Si f no estuviese acotada superiormente para cada n∈N podŕıamos escoger un
xn ∈ I ≡ [a,b] con f (xn) > n . Como {xn} acotada, existe {xn j} → xo ∈ I (por ser
cerrado). Como f es continua en xo tendŕıamos f (xn j)→ f (xo) , lo que es imposible
pues { f (xn j)} no está acotada (> n j) y no puede converger. [Análogamente se veŕıa
que está acotada inferiormente].
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El teorema no es cierto para (a,b) ó [a,∞) :
Ej. f (x) = 1/x es continua pero no acotada en (0,1)

y a f (x) = x le pasa lo mismo en [0,∞) .
0 1( ))

x

Teorema:

f continua en [a,b]⇒ existen los valores máximo y mı́nimo de f en [a,b]

O sea, existen y,z ∈ [a,b] tales que

f (z)≤ f (x)≤ f (y) para todo x ∈ [a,b].

[estos y,z no tienen porque ser únicos, desde luego] a b

M

m

Sea M=sup f (I) . Existe {yn} ⊂ I tal que M− 1
n < f (yn) ≤ M ∀n . Por tanto,

f (yn)→M . Podŕıa {yn} no ser convergente pero, siendo acotada, existirá se-
guro {yn j} subsucesión convergente hacia un y ∈ I . Como f continua en I ,
f (y) = lı́m f (yn j) = M y, por tanto, el supremo pertenece a f (I) . Análogamen-
te, o considerando − f , se ve que el ı́nfimo también se alcanza.

[En la demostración se ve que el teorema es válido en conjuntos cerrados y
acotados (se les llama compactos y son importantes en el cálculo más avanzado)].

Tampoco este teorema es cierto sustituyendo [a,b] por (a,b) o por [a,∞):

Ej. f (x) = 1/x es continua en (0,1) pero no alcanza su máximo ni su mı́nimo en (0,1).

Ej. f (x) = x no tiene máximo en [0,∞) (su valor mı́nimo existe y vale 0 ).

Avanzamos ahora hacia la definición de función uniformemente continua en un intervalo I:

f era continua en I si lo era en cada x de I (ĺımites laterales en los posibles extremos de I ),

es decir, si ∀x∈ I y ∀ε existe un δ (ε,x) tal que ∀y∈ I si |y−x|< δ entonces | f (y)− f (x)|< ε .

1

1

Ej. Consideremos f (x) = 1
x . En (0,1) sabemos que es continua:

∀x y ∀ε existe un δ tal que si |y− x|< δ ⇒ | 1y −
1
x |< ε

Pero dado un ε se ve que el δ que debemos tomar es más pe-
queño según consideremos un x más pequeño. Intuitivamente
está claro que no podemos encontrar un δ que nos valga para
todos los x de (0,1): por pequeño que sea δ , si x es muy peque-
ño, la función tomará valores muy diferentes en (x−δ ,x+δ ) .
Para la misma función en [1,∞) , sin embargo, se ve que dado
un ε existe un δ que es válido para todos los x del intervalo
(el que valga para x=1 valdrá para también para los x>1 ).

Def.
f es uniformemente continua en I si
∀ε existe un δ (ε) tal que ∀x,y ∈ I si |y− x|< δ entonces | f (y)− f (x)|< ε

Ej. Acabemos de formalizar que f (x) = 1
x no es uniformemente continua en (0,1) :

Sea ε =1 . Por pequeño que sea δ encontramos x,y∈(0,1) con |y−x|<δ pero | 1y −
1
x |>ε .

Por ejemplo, x= δ

4 , y=δ satisfacen |y−x|= 3δ

4 < δ pero | 1y −
1
x |=

3
δ

> 1 (pues δ <1 ).

Formalizamos ahora que f (x) = 1
x śı es uniformemente continua en [1,∞) :

∀ε ∃δ = ε tal que ∀x,y ∈ [1,∞) con |y− x|< δ ⇒ | 1y −
1
x |=

|y−x|
xy ≤ |y− x|< ε

28 Cálculo - 0.9.3



2.4. Teoremas sobre funciones continuas en intervalos

Evidentemente: f uniformemente continua en I ⇒ f continua en I .

La implicación ⇐ es falss en general; aunque śı es válida cuando I = [a,b] :

Teorema: f continua en [a,b]⇒ f uniformemente continua en [a,b]

Por reducción al absurdo. Supongamos a la vez f continua y no uniformemente continua en [a,b].
Existe, pues, ε > 0 tal que ∀δ > 0 podemos encontrar x,y con |y−x|< δ pero | f (y)− f (x)| ≥ ε .
En particular, para cada δ = 1

n tenemos {xn},{yn}⊂ [a,b] con |yn−xn|< 1
n y | f (yn)− f (xn)| ≥ ε ∀n.

{xn} acotada ⇒∃{xn j} convergente a un c (∈ [a,b] por ser cerrado) ⇒ f (xn j)→ f (c) ( f continua).
Como |yn j−xn j |< 1/n j → 0 también f (yn j)→ f (c) y por tanto | f (yn j)− f (xn j)| → 0 , lo que está
en clara contradicción con el hecho de que | f (yn j)− f (xn j)| ≥ ε ∀n j .

[En la demostración se ve que también este teorema será válido en cualquier conjunto compacto].
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3. Derivadas en R

3.1. Definición y cálculo

Def.
La función f es derivable en a (interior al dom f ) si existe lı́m

h→0

f (a+h)− f (a)
h

.

En ese caso el ĺımite se representa por f ′(a) y se llama derivada de f en a .

Dos aplicaciones.

a a+h

f(a)

f(a+h)

recta 
 tangente

Pendiente de la tangente a una curva: [ f (a+h)− f (a)]/h
es la pendiente de la recta secante que pasa por (a, f (a))
y (a+h, f (a+h)) . Cuando h → 0 , la secante tiende hacia
la recta tangente y su pendiente tiende hacia f ′(a) . Aśı
pues, la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en
el punto a es (si f ′(a) existe, claro):

y = f (a)+ f ′(a)(x−a)

Velocidad instantánea: si d(t) es la distancia recorrida por un móvil en el tiempo t , d(a+h)−d(a)
h

es su velocidad media en el intervalo [a,a+h] ; por tanto, d′(a) es su velocidad en el instante t=a .

Se llama f ′ , función derivada de f , a la que hace corresponder a cada x ∈dom f en
que f es derivable el valor f ′(x) ; f ′′(a) será la derivada de f ′(x) en el punto a (un
número) y f ′′ la función derivada de f ′ ;... En general, f (n) es la función derivada de
f (n−1) [definida en los x ∈dom f (n−1) tales que existe f (n) ].

[Otra notación famosa es la de Leibniz: f ′ = d f
dx , f ′(a) = d f

dx

∣∣∣
x=a

, f ′′ = d2 f
dx2 ]

|x|

x2

–x2

1/! 

Ej. f (x) = c es derivable para todo a y f ′(a) = 0 ya que lı́m
h→0

c−c
h = 0 .

Ej. g(x)=x2 sen 1
x , g(0)=0 . Como existe g′(0)= lı́m

h→0
hsen 1

h = 0 (0×acot) ,

g es derivable en x = 0 . Era de esperar que lo fuese, pues las tangentes
oscilan, pero acercándose a y = 0 . Para x 6= 0 también va a existir g′ ;
es dif́ıcil verlo con la definición, pero pronto será muy sencillo.

Ej. h(x) = |x| . Si a > 0 , h′(a) = lı́m
h→0

a+h−a
h = 1 .

Si a > 0 , h′(a) = lı́m
h→0

−a+h−a
h =−1 .

No es derivable en x=0 porque lı́m
h→0

|h|
h no existe. Pero śı existen los ĺımites laterales.

Def. f ′(a+) = lı́m
h→0+

f (a+h)− f (a)
h

; f ′(a−) = lı́m
h→0−

f (a+h)− f (a)
h

(derivadas por la
derecha e izquierda,

respectivamente)

Está claro que f es derivable en a si y sólo si existen y coinciden f ′(a+) y f ′(a−) .

Ej. Para h(x)=|x| , existen las derivadas laterales en 0 pero no coinciden: h′(0+)=1 , h′(0−)=−1 .
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Teorema:

f derivable en a⇒ f continua en a Hay funciones continuas no derivables
( h(x) = |x| , por ejemplo; tienen ‘picos’).

lı́m
h→0+

[ f (a+h)− f (a)] = lı́m
h→0

f (a+h)− f (a)
h ·h = f ′(a) ·0 = 0⇒ f continua en a .

Con el siguiente teorema podremos calcular casi todas las derivadas acudir a la definición:
Teorema:

f y g derivables en a ⇒ c· f , f±g , f ·g son derivables en a y se tiene:
(c· f )′(a) = c · f ′(a) ; ( f±g)′(a) = f ′(a)±g′(a) ; ( f ·g)′(a) = f ′(a)g(a)+ f (a)g′(a) .

Si además g(a) 6= 0 , 1
g y f

g son derivables en a y es(
1
g

)′
(a) =− g′(a)

[g(a)]2 ;
(

f
g

)′
(a) = f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)

[g(a)]2 .

g derivable en a y f derivable en g(a)⇒ f ◦g derivable en a y
( f ◦g)′= f ′[g(a)]g′(a) [regla de la cadena].

f derivable en f−1(b) y f ′[ f−1(b)] 6=0⇒ f−1 derivable en b y
(

f−1)′(b)=
1

f [ f−1(b)]
.

c · f es caso particular de f ·g ; de c · f y de la suma se deduce la de f −g = f +(−1) ·g .

Las demás:

f +g ( f +g)(a+h)−( f +g)(a)
h = f (a+h)− f (a)

h + g(a+h)−g(a)
h →

h→0
f ′(a)+g′(a) .

f ·g ( f ·g)(a+h)−( f ·g)(a)
h = f (a+h) g(a+h)−g(a)

h + g(a) f (a+h)− f (a)
h

→
h→0

f ′(a)g(a)+ f (a)g′(a) (puesto que f es continua en a por ser derivable).

1/g
1

g(a+h)−
1

g(a)
h = g(a)−g(a+h)

hg(a)g(a+h) →
h→0

− g′(a)
[g(a)]2

(g continua en a , g(a) 6=0 ⇒
g(a+h) 6= 0 si h pequeño)

f /g
(

f · 1
g

)′
(a) = f ′(a) 1

g(a) −
g′(a)

[g(a)]2 f (a)

f ◦g f [g(a+h)]− f [g(a)]
h = f [g(a)+g(a+h)−g(a)]− f [g(a)]

g(a+h)−g(a) · g(a+h)−g(a)
h →

h→0
f ′[g(a)] ·g′(a) ,

ya que k = g(a+h)−g(a) →
h→0

0 por ser g continua.

[Esta demostración necesita correcciones (ver Spivak), pues g(a+h)−g(a)
podŕıa hacerse 0 infinitas veces para valores muy pequeños de h ]

f−1 Sea b= f (a) ; por ser f ′(a) 6=0 , f es inyectiva (existe f−1 ) en un entorno de a ;
por tanto, para cada h pequeño hay un único k tal que f (a+ k) = b+h . Por tanto:

f−1(b+h)− f−1(b)
h = f−1( f (a+k))−a

b+h−b = k
f (a+k)− f (a) →

h→0

1
f ′(a)

a

b

a

b

f

f–1

Las dos últimas reglas de derivación adoptan una forma
sugerente, pero imprecisa, con la notación de Leibniz:

Si z = g(y) , y = f (x) : dz
dx = dz

dy
dy
dx .

dy
dx = 1

dx/dy , si dx
dy 6= 0 .

(no dejan claro que las diferentes derivadas están evaluadas en puntos diferentes).
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3.1. Definición y cálculo

Derivadas de las funciones elementales:

[xb]′ = bxb−1 para todo b real, x > 0 . Podemos ya demostrarlo si b∈Q . Varios pasos:

Si b=n∈N [la fórmula es válida entonces ∀x ], por inducción:

Cierto para n = 1 : 1 = [x1]′ = 1x1−1 = 1 . Supuesto cierto para n−1 :

[xn]′ = [x · xn−1]′ = xn−1 + x(n−1)xn−2 = nxn , cierto para n .

Si b = 0 está visto. Si b =−n , n∈N , [ 1
xn ]
′ = −nxn−1

x2n =−nx−n−1 [válido ∀x 6= 0 ].

Si b = 1
n , n∈Z , x1/n es la inversa de xn y por tanto [x1/n]

′
= 1

n[x1/n]n−1 = 1
n x(1−n)/n .

Si b = m
n , m,n∈Z ,

[
(x1/n)

m]′
= m(x1/n)

m−1 1
n x(1−n)/n = m

n x(m−n)/n .

[log |x|]′ = 1
x , x 6= 0 : Si x > 0 , [logx]′ = d

dx

∫ x
1

dt
t =
↑

1
x . Si x < 0 , [log(−x)]′ = −1

−x .

teoremas de integrales

[ex]′ = ex , ∀x ; [bx]′ = bx logb , ∀x, b > 0 ; [logb x]′ = 1
x logb , x > 0, b > 0, b 6=1

ex inversa de logx ⇒ [ex]′ = 1
1/ex ; [ex logb]′ = ex logb logb ; [ logx

logb ]
′
= 1

x logb .

Además se deduce: [xb]′ = [eb logx]′ = b
x eb logx = bxb−1 para cualquier b real.

[shx]′ = chx , [chx]′ = shx , [thx]′ = 1
ch2 x

= 1− th2 x , ∀x

Las primeras triviales. Entonces [ shx
chx ]

′
= ch2 x−sh2 x

ch2 x
y sabemos que ch2 x− sh2 x = 1 .

[senx]′ = cosx , [cosx]′ =−shx , ∀x ; [tanx]′ = 1
cos2 x = 1+ tan2 x , x 6= π

2 + kπ

1
h [sen(x+h)− senx] = 2

h sen h
2 cos(x+ h

2)→ cosx ;

[sen(x+ π

2 )]′ = cos(x+ π

2 ) =−senx ; [ senx
cosx ]

′ = cos2 x+sen2 x
cos2 x .

[arcsenx]′ = 1√
1−x2 , [arccosx]′ =− 1√

1−x2 , ∀x ∈ (−1,1) ; [arctanx]′ = 1
1+x2 , ∀x

[arcsenx]′ = 1
cos(arcsenx) = 1√

1−sen2 (arcsenx)
; [arccosx]′= −1

sen(arccosx) ; [arctanx]′= 1
1+tan2 (arctanx) .

Def.

Se dice que f es derivable en un intervalo abierto I [finito o infinito] si es
derivable en todos los puntos del intervalo; f es de clase 1 en I [ f ∈C1(I) ] si
además f ′ es continua en I . Diremos que f ∈Cn(I) [de clase n ] si f posee n
derivadas en I y f (n) es continua en I , y que f ∈C∞(I) [de clase infinito] si
existen derivadas de cualquier orden de f en I .

[Para intervalos cerrados, como siempre, hay que preocuparse de los extremos:

f es derivable en [a,b] si lo es en (a,b) y existen f ′(a+) y f ′(b−) ;

f ∈C1[a,b] si f ∈C1(a,b) , f ′(x)→ f ′(a+) si x→ a+ y f ′(x)→ f ′(b−) si x→ b− ].
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3. Derivadas en R

Todas las funciones elementales de 2.1 son de C∞ en su dominio, con excepción
de arcsenx y arccosx [que no tienen siquiera derivada primera en x=±1 ], y xb

con b>0 y b no entero [para la que f (n) no existe en x=0 cuando el exponente
de f (n−1) pasa a estar entre 0 y 1; por ejemplo: f (x) = x7/3 , f ′(x) = 7

3 x4/3 ,
f ′′(x) = 28

9 x1/3 ∀x , pero f ′′′(0) ya no existe].

Ya es fácil hallar la derivada de cualquier función, salvo en casos excepcionales (y ver de
que clase Cn son):

Ej. Para la g(x)=x2 sen 1
x , g(0)=0 de antes g′ existe ∀x :

Si x 6=0 es producto de composiciones de derivables y g′(x) = 2xsen 1
x − cos 1

x ,
y además g′(0)=0 (sólo saĺıa de la definición porque un denominador se anula).

g′ no es continua en 0 porque g′ no tiene ĺımite:
si x→ 0 , 2xsen 1

x → 0 pero cos 1
x no tiende a nada [por ejemplo, porque las

sucesiones {an}= 1
2nπ

y {bn}= 1
(2n−1)π → 0 pero f (an) = 1 y f (bn) =−1 ].

Por tanto, g es derivable en todo R, pero no de C1(R) [śı lo es en (−∞,0) y en (0,∞) ].
Como g′ no es continua en 0 , no puede existir g′′(0) .
Para cualquier x 6= 0 śı existen derivadas de todos los órdenes:

g′′(x) = [2− 1
x2 ]sen 1

x −
2
x cos 1

x , g′′′(x) , ... [es decir, es de C∞ en (−∞,0) y (0,∞) ].

Ej. k(x) =
[

log [7+ch2 (3x+x)]
5+arctan(x−2)

]1/3
es derivable ∀x , pues es suma, producto, composición, ...

de funciones derivables (el logaritmo se evalúa en valores mayores que 7 , el denominador
es mayor que 0 y el corchete gordo no se anula). Sabemos calcular su derivada a pesar de
su aspecto tan complicado (no con la definición, desde luego):

k′(x) = 1
3

2ch(3x+x)sh(3x+x)(3x log3+1)
7+ch2 (3x+x)

[5+arctan(x−2)]− log [7+ch2 (3x+x)]
1+(x−2)2

[5+arctan(x−2)]2

[
log [7+ch2 (3x+x)]

5+arctan(x−2)

]−2/3

Ej. m(x)=x|x−x2| es continua ∀x por ser producto de composiciones de continuas ∀x [ |x| lo es].
Sólo puede ser no derivable cuando se anule el valor absoluto. Para precisarlo, hay que discutir:

m(x) =
{

x2−x3 si x∈ [0,1]
x3−x2 si x /∈(0,1) ; m′(x) =

{
2x−3x2 si x∈(0,1)
3x2−2x si x /∈ [0,1] ; m′′(x) =

{
2−6x si x∈(0,1)
6x−2 si x /∈ [0,1]

Utilizando las expresiones del intervalo adecuado deducimos que:
m′(0−)=0=m′(0+) , m derivable en x=0 ; m′(1−)=−1 6=1=m′(0+) , m no derivable en x=1 .
m′′(0−)=−2 6=2=m′′(0+) , m′′ no existe si x=0 ; tampoco existe si x=1 por ser m′ discontinua.

Ej. n(x) = arctan 1
x2 , n(0) = π

2 . Si x 6= 0 es fácil hallar n′(x) = −2x
1+x4 , n′′(x) = 2 3x4−1

(1+x4)2 , ...

n′(0) = lı́m
h→0

1
h [arctan 1

h2 − π

2 ] es un ĺımite indeterminado que aún no sabemos hacer.

Es claro que n′(x)→0 cuando h→0 , pero de ah́ı no podemos deducir (todav́ıa) que
n′(0)=0 (pues nada nos garantiza que n′ sea continua; en la sección 3.2 veremos un
teorema que permitirá dar ese paso). Admitiendo que n′(0)=0 , n es de C∞(R) , pues
existen n′, n′′, n′′′, ... (denominadores no nulos).

Ej. p(x) = xx = ex logx
(

= [elogx]x ; recordamos que se define f (x)g(x) = eg(x) log [ f (x)] )
.

Aśı pues, p′(x) = ex logx[logx+1] ; p′′(x) = ex logx
(
[logx+1]2 + 1

x

)
; . . .
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3.2. Teoremas sobre funciones derivables

3.2. Teoremas sobre funciones derivables

Los primeros resultados están destinados a determinar los x de un conjunto A ⊂dom f
en los que una función f alcanza sus valores máximo y mı́nimo (a ambos se les
llama valores extremos de f ). Sabemos que si A es un intervalo cerrado y f es
continua existen los valores extremos de f en A (es decir, existen y,z ∈ A tales que
f (y) ≤ f (x) ≤ f (z) para todo x ∈ A ), aunque podŕıa no haberlos si A es otro tipo de
conjuntos o si f no es continua. En ocasiones se llama a estos valores máximo y mı́nimo
absolutos, para distinguirlos de los locales o relativos:

Def.
f posee un máximo [mı́nimo] local en x sobre un conjunto A⊂dom f si existe
un δ >0 tal que el valor máximo [mı́nimo] de f en A∩B(x,δ ) se alcanza en x ;
es decir, si f (x)≥ f (x+h) [ f (x)≤ f (x+h) ] ∀h tal que |h|<δ y x+h ∈ A .

M ML

mL
infinitos m

ML
Está claro que si un valor extremo (absoluto) de
f en A se alcanza en un punto x también tiene
f en ese x un extremo local y que lo contrario
no es cierto. Los máximos y mı́nimos (absolutos y
locales) pueden ser infinitos o no existir, pueden
darse en el borde o en el interior de A . En este último caso:
Teorema:

Si f posee un extremo local en x interior a A y f es derivable en x ⇒ f ′(x) = 0

[A los puntos en que se anula la f ′ se les suele llamar puntos cŕıticos de f ].

Si ML en x⇒∃δ tal que si 0 < h < δ , f (x+h)− f (x)
h ≤ 0 , y si −δ < h < 0 , f (x+h)− f (x)

h ≥ 0

⇒ 0≤ lı́m
x→0−

f (x+h)− f (x)
h = f ′(x) = lı́m

x→0+

f (x+h)− f (x)
h ≤ 0 .

Si mL en x⇒− f , derivable, tiene ML en x⇒− f ′(x) = 0 ⇒ f ′(x) = 0 .

Hay x con f ′(x)=0 en los que f no tiene extremo local (como f (x)=x3 en x=0 ).
Tampoco es cierto que deba ser f ′(x)=0 en todo x en el que f posea un extremo
local (pues x podŕıa no ser interior o f no ser derivable en x ). De esto se sigue que:

Para buscar los valores máximo y mı́nimo de una f en un intervalo [a,b]

hay que considerar:
• los extremos del intervalo a y b
• los x∈(a,b) en los que f ′(x)=0
• los x en los que no exista f ′(x)

Comparando los valores de f en cada uno de esos puntos se hallan los extremos (si
existen; si f es discontinua o el intervalo, por ejemplo, no es de longitud finita las cosas
se pueden complicar).

Ej. Hallemos los valores máximo y mı́nimo de f (x) = log(1+ x2)−|x−2| en el intervalo [−2,3] .
Tales valores han de existir por ser f continua en el intervalo. f sólo no es derivable en x = 2 .

f (x) =

{
log(1+ x2)− x+2 , x≥ 2
log(1+ x2)+ x−2 , x≤ 2

⇒ f ′(x) =

{
−(1− x)2/(1+ x2) , x > 2
(1− x)2/(1+ x2) , x < 2

Por tanto, f ′(x) = 0 ⇔ x =−1 . Basta comparar los valores en los 4 puntos candidatos:
f (−2) = log5−4 , f (−1) = log2−3 , f (2) = log5 , f (3) = log10−1 .
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3. Derivadas en R

Con una calculadora es fácil hallar estos valores:

f (−2)≈ –2.4 , f (−1)≈ –2.3 , f (2)≈ 1.6 , f (3)≈ 1.3 .

El máximo se da en x = 2 y él mı́nimo en x =−2 . Sin calculadora también podŕıamos decirlo.
Es claro que f (−2) y f (−1) son negativos [ log2 < 1 pues 2 < e y log5 < 2 pues 5 < ( 5

2 )2 < e2 ].
Y también es claro que f (2) es el mayor de los dos positivos: log5 > log5+ log2−1 [ log2 < 1 ].
Además: log5−4 < log2−3⇔ log5− log2 = log 5

2 < 1 y esto es cierto porque 5
2 < e .

Teorema de Rolle:

f es continua en [a,b] , derivable en (a,b) y f (a)= f (b) ⇒∃c∈(a,b) con f ′(c)=0

f tiene máximo y mı́nimo en [a,b] por ser continua. Si alguno de los
dos lo toma en (a,b) ya estaŕıa. Si f toma su máximo y su mı́nimo
en a y b⇒ f es constante ⇒ f ′(x)=0 para cualquier x de (a,b).

Teorema del valor medio:

f es continua en [a,b] y derivable en (a,b)⇒ ∃c∈(a,b) tal que f ′(c)= f (b)− f (a)
b−a

f
r

(existe al menos un c para el que la tangente es paralela a la
recta que une (a, f (a)) con (b, f (b)) ; o bien, existe un instante
c en el que la velocidad instantánea coincide con la media en el
intervalo)

Sea h(x) = f (x)− r(x) , con r(x) = f (b)− f (a)
b−a (x−a) , continua [a,b] ,

derivable (a,b) y h(a)= f (a)=h(b) ⇒
Rolle

∃c∈ (a,b) tal que h′(c) = f ′(x)− f (b)− f (a)
b−a = 0 .

Crecimiento y decrecimiento:

Teorema:

Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b) . Entonces:
si f ′(x) > 0 para todo x∈(a,b) , f es estrictamente creciente en [a,b] ;
si f ′(x) < 0 para todo x∈(a,b) , f es estrictamente decreciente en [a,b] ;
si f ′(x) = 0 para todo x∈(a,b) , f es constante en [a,b] .

Sea [x,y]⊂ [a,b] . Por el teorema del valor medio ∃c ∈ (x,y) con f ′(c) = f (y)− f (x)
y−x .

Por tanto, si f ′(c) >, <, = 0 ⇒ f (y) >, <, = f (x) , respectivamente.

Se ve en la demostración que podemos sustituir en hipótesis y conclusiones ‘[a,’ por
‘(-∞,’ y ‘,b]’ por ‘,∞)’ . Observemos que a f ′ se le piden cosas sólo en el abierto,
pero el resultado se tiene en todo el cerrado. Como f ∈C1[a,b]⇒ f continua en [a,b]
y derivable en (a,b) , se podŕıa pedir sólo a las f de los teoremas que fuesen de C1 .
Pero pediŕıamos demasiado, y dejaŕıamos fuera funciones como f (x) = x1/2 , que no
es C1[0,1] pero śı es continua en [0,1] y derivable en (0,1) (y por tanto śı se le
puede aplicar, por ejemplo, el teorema del valor medio).

Ej. Estudiemos en qué intervalos crece y decrece g(x) = x3−6x2−8
x , continua si 6= 0 .

g′(x) = [mejor la calculamos aśı] = 2x−6+ 8
x2 = 2 x3−3x2+4

x2 = 2 [x+1][x−2]2

x2 ⇒ g′ < 0 si
x ∈ (−∞,−1) y g′>0 si x ∈ (−1,0)∪ (0,2)∪ (2,∞) . Del teorema deducimos que g
decrece en (−∞,−1] y que crece en [−1,0) y en (0,∞) [ x=2 incluido; pero no crece
en todo [−1,∞) (es discontinua en 0 )]. Por tanto, tiene mı́nimo local en x=−1 y
no tiene ni máximo ni mı́nimo en x=2 (a pesar de que g′=0 ).
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3.2. Teoremas sobre funciones derivables

Teorema (condición suficiente de extremo):

Sea f de C2 en un entorno de c y sea f ′(c) = 0 . Entonces: si f ′′(c) > 0 , f posee
un mı́nimo local en c , y si f ′′(c) < 0 , f posee un máximo local en c .

(si f ′′(c)=0 podŕıa haber en c un máximo, un mı́nimo o ninguna de las dos cosas)

f ′′(c) =lı́m
x→0

f (c+h)−0
h > 0⇒ para h pequeño f ′(c+h) y h tienen el mismo signo ⇒

f decrece en un intervalo a la izquierda ( h<0 ) y crece en uno a la derecha ( h>0 ).
[Igual la otra].

Ej. Para la g de arriba g′′(x)= 2− 16
x3 ⇒ g′′(−1)=18 (mı́nimo, como ya sab́ıamos sin hallar g′′ ),

g′′(2)=0 (?? , pero la g′ nos dijo que ni máximo ni mı́nimo).

Concavidad y convexidad:

f' decrece

convexa cóncava

P. INF.
Def.

f es convexa hacia abajo en un intervalo I si ∀x,y ∈ I
el segmento que une (x, f (x)) con (y, f (y)) está por enci-
ma de la gráfica de f . f es cóncava si − f es convexa.
Se llama punto de inflexión a uno de la gráfica en la
que ésta pasa de convexa a cóncava o viceversa.

[Hay libros que llaman cóncava a lo que nosotros llamamos convexa y viceversa;
otros, dicen que se dobla hacia arriba (∪), o hacia abajo (∩)].

Teorema:
Sea f continua en [a,b] y derivable dos veces en (a,b) .
Si f ′′≥0 ( f ′′≤0 ) en (a,b) , es f convexa (cóncava) en [a,b] .
Si (c, f (c)) es un punto de inflexión, debe ser f ′′(c)=0 .

[No lo demostramos; geométricamente está claro: f es ∪ si la pendiente
de la tangente va creciendo (y si f ′′ ≥ 0 , la f ′ crece); es ∩ si decrece; en
un punto de inflexión hay un máximo o mı́nimo de la f ′ (pasa de crecer
a decrecer o al revés); puede ocurrir que f ′′(c) = 0 y que en (c, f (c)) no
haya punto de inflexión como ocurre con f (x) = x4 en x = 0 ].

Ej. Para la g era g′′(x) = 2[x3−8]
x3 , que es negativa en (0,2) y positiva en el resto. Por lo

tanto es convexa en (−∞,0) y [2,∞) y cóncava en (0,2] . x=2 es punto de inflexión.

Teorema: Si f es continua en a y f ′ tiene ĺımite cuando x→ a ⇒ f ′(a)= lı́m
x→a

f ′(x)

TVM en [a,a+h]⇒∃xh∈(a,a+h) con f (a+h)− f (a)
h = f ′(xh) .

Si h→0 , f (a+h)− f (a)
h → f ′(a) , xh→a .

[Se ve en la demostración que si f ′(x)→ ∞ ó −∞ la f ′(a) no existe (la recta
tangente se pone vertical, pues su pendiente tiende a infinito), pero recordemos
que puede no existir el ĺımite de f ′ y ser la f derivable en a (que hay funciones
derivables que no son C1 ); este teorema prueba que la función n de la sección
anterior es derivable en x = 0 y que n′(0) = 0 ].
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3. Derivadas en R

Acabamos la sección con la regla de L’Hôpital. Su utilización práctica es mejor aplazarla
al caṕıtulo 4 (para compararla con Taylor), pero por ahora ya vamos justificando algunos
de los ĺımites adelantados en 2.3. Para probar dicha regla es preciso generalizar el TVM:
Teorema del valor medio de Cauchy

Sean f y g continuas en [a,b] , derivables en (a,b)⇒
∃c ∈ (a,b) tal que [ f (b)− f (a)]g′(c) = [g(b)−g(a)] f ′(c)

(para f (x) = x se recupera el
teorema del valor medio)(

Se demuestra aplicando Rolle a h(x) = f (x)[g(b)−g(a)]−g(x)[ f (b)− f (a)]
)
.

Regla de L’Hôpital:

Si f (x),g(x)→
x→a

0 (ó →
x→a
±∞ ) y existe el lı́m

x→a

f ′(x)
g′(x)

, entonces lı́m
x→a

f (x)
g(x)

= lı́m
x→a

f ′(x)
g′(x)

.

La regla sigue siendo válida cambiando el a del enunciado por a+, a−, +∞ ó −∞ .

La demostramos sólo cuando f ,g→ 0 si x→ a, a+ ó a−. Para x−a pequeño, definiendo
f (a)=g(a)=0 , f y g son continuas en [a,x] y derivables en (a,x), y es g′ 6=0 en (a,x) [por-
que el ĺımite de f ′

g′ existe]. Por el TVM de Cauchy ∃c∈(a,x) con f (x)g′(c)=g(x) f ′(c) .
Como g(x) 6= 0 [si fuese = 0 , por Rolle seŕıa g′(z)= 0 para algún z∈ (a,x) ] se puede
escribir

f (x)
g(x) = f ′(c)

g′(c) y por tanto lı́m
x→a+

f (x)
g(x) = lı́m

x→a+

f ′(c)
g′(c) = lı́m

x→a+

f ′(x)
g′(x) pues x→ a+ ⇒ c→ a+ .

Análogamente se demostraŕıa para x→ a− , de donde se deduciŕıa para x→ a .

3.3. Polinomios

Un tipo de funciones que nos aparecen continuamente son los polinomios. Más adelante
aproximaremos cualquier función más complicada mediante polinomios de coeficientes
reales. Repasamos brevemente varias de sus propiedades.

Un polinomio de grado n es: Pn(x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0 , ak∈R , an 6= 0 .

El polinomio más sencillo (cuya gráfica no sea una recta) es el de segundo grado:

a>0
a<0

P2(x) = ax2 +bx+ c = a[x+ b
2a ]

2− ∆

4a2 , ∆ = b2−4ac , a 6= 0

(a ∆ se le llama discriminante de P2 ). Su gráfica es (ver 3.5)
la de la parábola y = x2 trasladada a izquierda o derecha,
multiplicada por una constante (positiva o negativa) y trasladada hacia arriba o abajo.
Es claro que su extremo se alcanza en x =− b

2a (o a partir de P′2(x) = 2ax+b ). Sus ráıces
vienen dadas por: x = 1

2a [−b±
√

∆ ] . El tipo de ráıces de P2(x) depende del signo de ∆ .
Si ∆>0 tiene dos reales y distintas, si ∆=0 tiene una ráız doble real y si ∆< 0 , dos
ráıces complejas conjugadas ( p±qi ). Observemos que la ráız doble − b

2a también es ráız
de P′2(x) . Conocidas sus ráıces x1 y x2 puede escribirse P2(x) = a(x−x1)(x−x2) .

P2 puede tener o no ráıces reales. Como cualquiera de grado par. Sin embargo:

Un polinomio de grado impar posee por lo menos una ráız real.

En efecto, Pn(x) = anxn[1+ · · ·+a0x−n] y supongamos que an > 0 . Entonces, si n es
impar, Pn(x)→−∞ cuando x→−∞ y Pn(x)→∞ cuando x→∞ . Existen por tanto
a con Pn(a) < 0 y b con Pn(b) > 0 . Por Bolzano, existe c ∈ (a,b) con Pn(c) = 0 .
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3.3. Polinomios

Teorema fundamental del álgebra:

Todo polinomio de grado n posee n ráıces (reales o complejas, repetidas o no).

Si x1, . . . ,xn son esas ráıces, se puede escribir, en principio: Pn(x) = an(x−x1) · · ·(x−xn) .
Es muy fácil ver que si un polinomio de coeficientes reales tiene la ráız compleja p+qi
entonces también tiene la ráız p− qi . Cada par de productos (x− [p+qi])(x− [p−qi])
en la descomposición de Pn(x) da entonces lugar a un polinomio de segundo orden con
coeficientes reales x2−2px+(p2+q2) . Aśı pues, siempre se puede escribir:

Pn(x) = an(x− x1) · · ·(x− xr)(x2 +b1x+ c1) · · ·(x2 +bsx+ cs) , con r +2s = n , xk,bk,ck∈R

Algunas ráıces podŕıan estar repetidas. No es dif́ıcil ver que si x = xk es ráız simple de
Pn entonces no anula la derivada P′n y que śı la anula si es ráız múltiple. Por tanto:

Una ráız de un polinomio es múltiple si y sólo si es ráız también de su derivada.

Y, por tanto, una ráız múltiple es ráız del máximo común divisor de Pn y P′n . Una forma
de hallar el mcd es mediante el algoritmo de Euclides: dados P , Q [con gr(P)≥ gr(Q) ],
se divide P entre Q y se llama R1 al resto obtenido (si conviene, multiplicado por una
constante); a continuación se divide Q entre R1 y se llama R2 al nuevo resto; luego R1
entre R2 ... hasta obtener un resto nulo. Entonces el mcd(P,Q) es el último resto no nulo
del proceso anterior.

Ej. Para P(x) = x4 +2x3 +3x2 +4x+2 [ P′ = 4x3 +6x2 +6x+4 ] se obtiene:
R1 = x2 +3x+2 , R2 = x+1 , R3 = 0 . Por tanto, mcd(P,P′) = x+1⇒
P tiene x =−1 como ráız doble [dividiendo por (x+1)2 , P = (x+1)2(x2 +2) ].

En las pocas ocasiones en que un polinomio con coeficientes enteros tiene ráıces enteras,
son muy fáciles de encontrar:

Si existe ráız entera de Pn(x) se encuentra entre
los divisores del término independiente a0 .

Si c es ráız entera, entonces a0 =−c[ancn−1 + · · ·+a1] , con lo que a0 es múltiplo de c .

Ej. P∗(x) = 2x3−x2−12x+6 no tiene ráıces enteras, pues no lo son −6,−3,−2,−1, 1, 2, 3 ni 6 .

Nos gustaŕıa tener fórmulas para el cálculo de las ráıces de los Pn de cualquier grado
similares a las de los de grado 2. Hacia 1500 se descubrieron fórmulas para las ráıces de
los de grado 3 y 4 (pronto veremos, sin demostración, las del polinomio cúbico). Pero en
el siglo XIX se probó que es imposible expresar mediante radicales las ráıces de los de
grado mayor que 5. Si de alguna forma podemos encontrar una ráız xk de un polinomio,
dividiéndolo por (x−xk) reducimos el problema de hallar sus ráıces al de hallar las de
otro de grado menor. Por este camino es posible, en contadas ocasiones, calcularlas todas.

Tratemos ahora un caso en que śı hay fórmulas (complicadas) para las ráıces, el polinomio cúbico:

p>0
R>0

p<0
R>0

p>0
R=0

p<0
R=0

p>0
R<0

p<0
R<0

P3(x) = px3 +qx2 + rx+ s , p 6= 0 .

Veamos las diferentes formas que puede tener su gráfica.
Como P′3(x) = 3px2 +2qx+r puede tener 2 ráıces reales,
1 doble o ninguna real (dependiendo de que R≡ q2−3pr
sea >,= ó < 0 ), P3 puede tener un máximo y un mı́nimo, un punto de inflexión con tangente
horizontal o tener la derivada con signo constante. Si P3 tiene una ráız x múltiple debe ser
px3 + qx2 + rx + s = 3px2 + 2qx + r = 0 . Eliminando la x entre las dos ecuaciones se obtiene
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la expresión de su discriminante ∆ = q2r2 − 4pr3 − 4q3s + 18pqrs− 27p2s2 . Este ∆ se puede
escribir de forma más compacta si llamamos S ≡ 27p2s− 9pqr + 2q3 , pues entonces se tiene
que: ∆ = 1

27p2 [4R3−S2] .

Se puede probar que:

Si ∆ = 0 , hay una ráız doble de P3 dada por xd = 1
3p

[
−q+ 3

√
S
2

]
y otra simple xs = 1

3p

[
−q−2 3

√
S
2

]
.

Si ∆ < 0 , existe una única ráız real: xr =− q
3p + 1

3p

[−S+
√

S2−4R3

2

]1/3
+ 1

3p

[−S−
√

S2−4R3

2

]1/3
.

Por último, si ∆ > 0 (⇒ R > 0), hay tres ráıces reales distintas de P3 que se pueden expresar:

x1,2,3 =− q
3p + 2

√
R

3p cos φ+2kπ

3 , k = 0,1,2 , siendo φ = arccos
( −S

2R3/2

)
.

Ej. Para el polinomio de antes P∗(x) = 2x3− x2−12x+6 sin ráıces enteras se tiene que:
R = 73 , S = 430 , ∆ = 12696 → φ ≈ 1.9227264 , x1,2,3 ≈ 2.449489, –2.449489, 0.500000

[Los errores de redondeo del cálculo aconsejan acudir a métodos numéricos incluso para P3].

[Sin saber nada de discriminantes, es fácil siempre discutir cuántas ráıces reales tiene un
polinomio cúbico, por ser su gráfica sencilla de pintar (sus valores extremos se pueden
calcular, lo que no pasa en los polinomios de mayor orden). Aśı, este P∗ tiene un máximo
en x− = 1

6 [1−
√

73 ] y un mı́nimo en x+ = 1
6 [1+

√
73 ] , y como P(x−) > 0 , P(x+) < 0 ,

volvemos a comprobar que tiene 3 ].

Fórmulas similarespara las ráıces, pero aún más complicadas, se podŕıan dar para los polinomios
de cuarto grado. Nosotros nos conformaremos con saber cómo se calculan en un par de casos
sencillos:

Las ráıces del polinomio bicuadrado P(x) = ax4 +bx2 +c se hallan fácilmente tras hacer t = x2 .

Las ráıces de P(x) = ax4 +bx3 + cx2 +bx+a se calculan mediante el cambio z = x+ 1
x :

a
(
x2+ 1

x2

)
+b

(
x+ 1

x

)
+ c = a

(
x+ 1

x

)2 +b
(
x+ 1

x

)
+ c−2a = 0 → az2 +bz+ c−2a = 0 .

Halladas sus ráıces z± , basta resolver los dos polinomios de segundo grado: x2− z±x+1 = 0 .

Como casi nunca se pueden hallar las ráıces exactas de un Pn , se deberán usar métodos
numéricos como los que veremos en 3.4 para calcularlas aproximadamente. Para aplicar
estos métodos será importante saber cuántas ráıces reales hay y más o menos donde
están. Comenzamos acotándolas:

Si c es ráız real de Pn(x) , entonces |c| ≤ máx
{

1, 1
|an|

[
|a0|+ · · ·+ |an−1|

]}
Pues |c|= 1

|an|
[
|a0||c|1−n + |a1||c|2−n + · · ·+ |an−1|

]
.

Si |c| ≥ 1 , |c| ≤ 1
|an|

[
|a0|+ · · ·+ |an−1|

]
, y si |c| ≤ 1 está claro.

Ej. Las ráıces c del P∗ de antes deb́ıan cumplir |c|< 9.5 (mala cota, pero algo es algo)].

Nuestro objetivo es separar las ráıces de un P , es decir, conocer el número exacto
de sus ráıces reales y localizar intervalos [a,b] en los que sólo se encuentre
una de ellas. El teorema de Bolzano da información, pero no basta: si encontramos
un [a,b] con P(a) ·P(b) < 0 , hay al menos una ráız en (a,b) pero podŕıa haber más
de una (quizás el análisis de su derivada P′ lo impida) e incluso podŕıa haber ráıces en
intervalos con P(a) ·P(b) > 0 . El siguiente resultado es fácil de aplicar pero suele dejar
también bastantes dudas:
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Ley de Descartes de los signos.

Sea P un polinomio de grado n con término independiente no nulo. Si r es el
número de ráıces reales positivas de P y s el número de cambios de signo en la
sucesión de sus coeficientes, es r ≤ s y s− r es un número par (o cero).

[Cambiando x por −x se obtiene el resultado análogo para las ráıces negativas].
[Se tiene en cuenta la multiplicidad (una ráız doble cuenta por dos)].

Demostramos Descartes (en el caso más simple: ak 6= 0 ∀k ): Podemos suponer an > 0 . Induc-
ción sobre n . Es cierto para n=1 : a1x+a0 = 0 tiene una ráız positiva ( r = 1 ) si a1 y a0
tienen signos opuestos ( s = 1 ); y r = 0 si s = 0 . Supongámoslo ahora cierto para polinomios
de orden n−1 y demostrémoslo para los de n : Sean s′ y r′ los números de cambios y ráıces
para P′ . Si sg(a1) = sg(a0) , es s = s′ , y como (fácil de ver) (−1)r y (−1)r′ son los signos de
sus términos independientes, r y r′ tienen la misma paridad; si sg(a1) 6= sg(a0) , s = s′+ 1
y r es de paridad opuesta a r′ ; en ambos casos, s− r y s′− r′ tienen la misma paridad;
como para P′ (de orden n−1 ) estamos suponiendo cierto Descartes, deducimos que s− r es
par. No es dif́ıcil deducir de Rolle, además, que r′ ≥ r ó r′ ≥ r−1 , respectivamente, en los
casos de antes; de ah́ı se obtiene que en ambos casos es s− r ≥ s′− r′ , número que estamos
suponiendo positivo.

Ej. Para P∗ sus coeficientes 2,−1,−12, 6 (+−−+) presentan s = 2 cambios de signo. Esto
significa, en principio, que tiene ó 2 ó 0 ráıces positivas. Cambiando x por −x obtenemos
−2x3−x2 +12x+6 (−−++); como s = 1 , seguro que hay una única negativa. Calculando el
∆ (o analizando su gráfica) vimos que hay 3 reales y con ello aseguramos que hay 2 positivas.

Ej. Para P4(x) = 9x4 +8x3 +28x2 +24x+3 podemos afirmar que no tiene ráıces positivas ( s = 0 )
y como tras hacer x por −x se tiene 1,−8,28,−24,3 podŕıan existir 4 , 2 ó 0 ráıces negativas.

3.4. Ceros de funciones

Muchas veces es necesario determinar los ceros de una función f , es decir, los x∗ tales
que f (x∗) = 0 . Pero, como vimos, ni siquiera si f es un polinomio se tienen siempre fórmulas
para calcular sus ráıces. Mucho menos si f es una función trascendente como f (x) = ex+x3 o
f (x) = 3arctanx−logx . Se tratará entonces de hallar los ceros de forma aproximada. El teorema
de Bolzano puede ser un camino para aproximar x∗ : encontrando un intervalo [a,b] de pequeña
longitud tal que f (a) f (b) < 0 estamos seguros de que al menos hay un x∗ ∈ (a,b) con f (x∗) = 0
(que será el único si f ′ es > ó < que 0 en ese intervalillo). Pero mucho más rápidos serán,
normalmente, otros caminos como el

0x1x2x

x*

Método de Newton.
La idea de este método es simple. Supongamos que para una f como
la de la figura sabemos que el cero x∗ se parece más o menos a x0 .
Aproximando la gráfica con la tangente en (x0, f (x0)) obtenemos un
x1 (punto en que la recta corta el eje), probablemente más cercano
a x∗ que el x0 inicial. Repitiendo el proceso con x1 obtenemos un
x2 , luego un x3 , ... siendo esperable que la sucesión {xn} converja
rápidamente hacia x∗ .
Hallemos una fórmula que exprese cada término de esta sucesión en función del anterior. Como
la tangente en (xn, f (xn)) es y− f (xn) = f ′(xn)(x− xn) el corte de esta recta con y = 0 nos da la
siguiente aproximación. Por tanto:

xn+1 = xn−
f (xn)
f ′(xn)

[Se ve que las cosas irán mal si f / f ′ es grande cerca de x∗ ; se puede demostrar que
∣∣∣ f (x) f ′′(x)

[ f ′(x)]2

∣∣∣ < 1
en un entorno de x∗ es una condición suficiente para que converja el método].
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Ej. Aproximemos las ráıces reales de P(x) = x4−2x2 +4x−2 (exactamente no sabemos). La ley
de Descartes nos asegura que hay ó 3 ó 1 positivas (+−+−) y exactamente 1 negativa (+−−−).
Vamos a hacernos una idea de su gráfica para determinar cuántas ráıces positivas tiene y localizar
intervalos en los que buscarlas. Para ello empezamos estudiando sus derivadas:

P′(x) = 4[x3−x+1] (sin ráıces enteras; 2 ó 0 positivas (no lo sabemos, por ahora) y 1 negativa)
P′′(x) = 4[3x2−1] = 0→ x =±1/

√
3 (puntos de inflexión de P y máximos o mı́nimos de P′)

P′(−
√

3
3 ) = 4[1+ 2

√
3

9 ]≈ 5.5 ; P′(
√

3
3 ) = 4[1− 2

√
3

9 ]≈ 2.5 .
P′(−3) =−92, P′(−2) =−20, P′(−1) = P′(0) = P′(1) = 4.

1
–2

4

P'

–20
P

1–3
–2

1

–7

Con esto ya podemos dibujar la gráfica de P′ .
Vemos que: P′ tiene un único cero en (−2,−1)
[ P′′ > 0 en (−2,−1) ] y no tiene más. Por tanto,
P tiene un único mı́nimo entre −2 y −1 . A partir
de él P crece⇒ sólo hay 1 ráız positiva de P . Para
localizar un poco mejor las dos ráıces de P :

P(−3) = 49, P(−2) =−2, P(−1) =−7,
P(0) =−2, P(1) = 1

⇒ Existe un cero de P en [−3,−2] y otro en [0,1] .

Aplicamos ahora el método de Newton para aproximar las ráıces.

Primero la de P′ : xn+1 = xn−
x3

n−xn+1
3x2

n−1 . Elegimos x0 = 1 y obtenemos:

x1 =−1.5 ; x2 =−1.347826087 ; x3 =−1.325200399 ; x4 =−1.324718174 ; x5 =−1.324717957 ;

y los posteriores xn tienen esos mismos 9 decimales [es curioso ver que ocurre eligiendo x0=0 ].

Los ceros de P los sacamos de xn+1 = xn−
x4

n−2x2
n+4xn−2

4[x3
n−xn+1] , obteniendo con los x0 indicados:

x0 =0, x1 =0.5, x2 =0.675, x3 =0.6764448966, x4 =0.6764442885; x5,x6, ... con iguales decimales.

x0 =−2, x1 =−2.1, x2 =−2.090744197, x3 =−2.090657858, x4 =−2.090657851= x5 = x6 = · · ·

Ej. Segundo ejemplo del método de Newton. Buscando los ceros de xn−a obtenemos una sucesión

{xn} que tienden hacia n
√

a . Tenemos que:

xn+1 = xn− xn
n−a

nxn−1
n

= 1
n

[
(n−1)xn + a

xn−1
n

] (algoritmo de Herón
para calcular ráıces).

Para hallar 3√12345 , y partiendo de algún número que no esté muy lejos, por ejemplo x0 =20 :

x1 =23.62083333 , x2 =23.12251744 , x3 =23.11162389 , x4 =23.11161875 = x5 = x6 = · · ·

Veamos ahora otro método de aproximación de ceros de un tipo de funciones particulares que,
aunque sea más lento que el de Newton, tiene el interés de que es aplicable en matemáticas más
avanzadas a problemas mucho más generales.

f : [a,b]→ [a,b] es contractiva si | f (x)− f (y)| ≤ c|x− y| , con c < 1 , ∀x,y ∈ [a,b]

Una f contractiva es continua en [a,b] : | f (x)− f (y)|< ε si |x−y|< δ = ε

c .

f

a b

a

b

x*

Probemos que entonces existe un único x∗ ∈ [a,b] tal que x∗ = f (x∗)

(A un x∗ con esa propiedad se le llama punto fijo de f ).
Aplicando Bolzano a g(x) = x− f (x) , como g(a)<0<g(b)⇒ existe el x∗ .
Si hubiera otro y∗= f (y∗) seŕıa | f (x∗)− f (y∗)|= |x∗−y∗|≤ c|x∗−y∗| ⇒ x∗=y∗.
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Además existe una forma muy fácil de aproximar el x∗ pues:

Para cualquier x0 ∈ [a,b] , la sucesión x0, f (x0), f ( f (x0)), f ( f ( f (x0))), . . .→ x∗

En efecto, llamemos xn al resultado de aplicar n veces f a x0 .

Vamos a ver que xn es de Cauchy. Se tiene que

|xn−xn+1|= | f (xn−1)− f (xn)| ≤ c|xn−1−xn| ≤ · · · ≤ cn|x0−x1| ; por tanto, si m≤n ,

|xm−xn| ≤ |xm+1−xm|+ · · ·+ |xn−xn−1| ≤ [cm + · · ·+ cn−1]|x1−x0|= cm−cn

1−c |x1−x0| ,

que se puede hacer tan pequeño como queremos con m y n suficientemente grandes (cm,cn → 0).

Como xn es de Cauchy tiene ĺımite x∗ y se cumple f (x∗) = f (lı́mxn) = lı́m f (xn) = lı́mxn+1 = x∗ .

La forma más fácil de ver que una f : [a,b]→ [a,b] es contractiva es ver que el máximo M de
| f ′(x)| en [a,b] es menor que 1 , pues, por el teorema del valor medio,

| f (x)− f (y)|= | f ′(c)||x− y| ≤M|x− y| con M < 1 .

cosx

1

!/21

Ej. Calculemos el único x∈ [0,1] tal que cosx = x . cosx es contractiva:

su imagen está contenida en [0,1] y |− senx| ≤ sen1 < 1 .

Aśı pues, podemos hallar el x∗ sin más que apretar la tecla del coseno
de una calculadora a partir de cualquier x0∈ [0,1] . Por ejemplo, si x0 =1 vamos obteniendo:

0.54030231, 0.85755322, 0.65428979, 0.79348036, 0.70136877, 0.76395968, 0.7221024...

Después de apretar 20 veces obtenemos 0.73918440 ; tras apretar 40 veces, 0.73908517 ...

El método de Newton nos da el cero buscado mucho más rápidamente.

Haciendo xn+1 = xn− xn−cosxn
1+senxn

con x0 = 1 , se tiene en pocos pasos:

x1 =0.7503638678 , x2 =0.7391128909 , x3 =0.7390851334 , x4 =0.7390851332 = x5 = · · ·

3.5. Representación de funciones

Cada función pide un tratamiento diferente. Las siguientes ideas no quieren ser
una receta que haya que seguir desde el principio hasta el final. Por ejemplo, no tiene
sentido buscar aśıntotas verticales en una función continua en todo punto o empeñarse
en calcular derivadas muy complicadas. La práctica en el dibujo de gráficas nos irá
sugiriendo los tipos de cálculos a realizar en cada caso. Es importante conocer las gráficas
de las funciones elementales.

• Determinación del dominio, y de los puntos en que f no es continua (posibles
saltos de la función) o no derivable (picos de la gráfica, pendientes verticales).

• Simetŕıas: Si f (−x) = f (x) , función par, la gráfica
de f es simétrica respecto al eje x = 0 .

Si f (−x) =− f (x) , función impar, la gráfica
de f es simétrica respecto al origen.

PAR

IMPAR

• Periodicidad (sólo para algunas funciones trigonométricas): si f (x+T ) = f (x) basta
pintar la gráfica en un intervalo de longitud T pues luego se repite periódicamente.
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• Aśıntotas: Verticales (rectas x=c ): f tiende a +∞ ó −∞ cuando x→ c− ó x→ c+

(bastantes veces se puede calcular de una vez el ĺımite cuando x→ c , pero otras son
precisos los laterales). Horizontales (rectas y=c ): f tiende a c si x→+∞ ó −∞ .

Si no existen aśıntotas horizontales (y la forma de la función lo aconseja) intentaremos
escribir f (x) = g(x)+ h(x) , con g función conocida y h(x)→ 0 si x→ +∞ (ó −∞) .
Entonces la gráfica de f se parecerá a la de g para x muy grandes (ó muy negativos).
En particular, hallaremos aśı las posibles aśıntotas oblicuas, sin recetas de memoria.

[En ocasiones todos estos ĺımites se podrán calcular con los teoremas del caṕıtulo 2
(los del tipo “7/∞ =0”), pero si son indeterminados habrá que recurrir a L’Hôpital o
Taylor (4.5); los desarrollos de Taylor, además, darán idea de la forma de la función
cerca de un punto].

• Información a partir de las derivadas (utilizando los teoremas de 3.2):
A partir de la f ′ : intervalos de crecimiento y decrecimiento ( f ′ > 0 y f ′ < 0); puntos x
en los que f posee extremos locales (si f ′(c) = 0 , para ver si f tiene máximo, mı́nimo
o punto de inflexión con tangente horizontal en c , es muchas veces más fácil precisar
el signo de f ′ antes y después de c que calcular la f ′′ y sustituirla en c ; incluso, en
ocasiones, basta dar valores a f en la proximidad de c para verlo; puede haber extre-
mos en puntos sin derivada).

A partir de la f ′′ : puntos de inflexión ( f ′′(c) = 0 , aunque esto pueda no bastar);
intervalos de concavidad y convexidad.

[Observemos que puede ser imposible determinar expĺıcitamente los ceros de la f ′ y
la f ′′ . Intentaremos entonces localizar cuántos ceros hay y en qué intervalos están
(Bolzano puede ayudar). En bastantes ocasiones esos ceros serán ráıces de polino-
mios (y serán aplicables las ideas de 3.3). El método de Newton de 3.4 nos permite
aproximar los ceros con la precisión deseada si disponemos de una calculadora (mejor
programable) u ordenador].

• Valores concretos de f (x) : Valor de f en x=0 (corte con el eje y ); en los x tales
que f ′(x)=0 o en los x del dom f en los que no exista f ′ , en puntos cercanos a estos
x ; en los x tales que f ′′(x)=0 ; en x de zonas en las que sepamos poco de la gráfica.

Valores de x que hagan f (x)=0 (cortes con el eje x , quizás no calculables como ocurŕıa
con los ceros de f ′ y f ′′ ), deduciendo en qué intervalos f (x) es positiva o negativa.

En ocasiones conviene también dar valores de f ′ (pendiente de la gráfica) en algún
punto.

Hay funciones complicadas para las que casi todo fallará y habrá que limitarse a dar
valores (en ese momento serán especialmente útiles las calculadoras y los ordenadores).

Al final del caṕıtulo 4 (cuando dominemos Taylor y los ĺımites dif́ıciles) dibujaremos
alguna gráfica más.

Se deducen de la gráfica de f (x) las gráficas de:
f (x)+ c , f (x+ c) , c f (x) , f (cx) , − f (x) , f (−x) , | f (x)| y f (|x|)
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3.5. Representación de funciones

La de f (x)+c es la de f (x) trasladada c unidades hacia arriba (c > 0) o abajo (c < 0).
La de f (x+c) es la de f (x) trasladada c unidades hacia la izquierda o derecha (c >,< 0).
La de c f (x) con c > 1 (0 < c < 1) es la de f (x) estirada (comprimida) verticalmente.
La de f (cx) con c > 1 (0 < c < 1) es la de f (x) comprimida (estirada) horizontalmente.
La de − f (x) es la reflexión de la gráfica de f (x) respecto a y = 0 .
La de f (−x) es la reflexión de la gráfica de f (x) respecto a x = 0 .
La de | f (x)| se obtiene reflejando hacia arriba las partes de la de f (x) bajo y = 0 .
La de f (|x|) es la parte de la gráfica de f (x) para x≥ 0 más su reflejo respecto a x = 0 .

[Todo es fácil de deducir. Por ejemplo, la gráfica de g(x) = f (x+2) vale en x = a
lo que la f vaĺıa en x = a+2 y por eso la gráfica de g es la trasladada de f hacia
la izquierda; la altura en cada punto de g(x) = 2 f (x) es el doble de la f inicial y
la de g(x) = 1

2 f (x) la mitad; g(x) = f (|x|) vale f (x) si x≥ 0 y además es par. . . ]

Ej. De la gráfica de senx (dibujada a puntos) deducimos las gráficas de: senx+1 , senx−1 ,
sen(x+1) , sen(x−1) , 2senx , 1

2 senx , sen(2x) , sen x
2 , −senx , sen(−x) , |senx| y sen |x| :

1

–1

-! 
! 

sen(x+1)

sen(x–1)

1
–1

–1

-! 
! 

senx+1

senx–1

1

–2

2

1

–1

-! ! 

–senx=sen(–x)2senx

1/2

–1/2

-! 
(1/2)senx

–2

2

! 

1

–1

-! ! 

|senx|

sen|x|

1

–1

-! ! 

sen2x

sen(x/2)

Ej. Un ejemplo que emplea varias de las ideas anteriores: f (x) =
∣∣(x−2)3 +1

∣∣ .

0 22
1

1 2

7

x3

3(x–2)  +1

3(x–2)
f(x)

[Más complicado es dibujar las dos funciones que define:
x3−6x2 +12x−7, si x≥ 1
−x3 +6x2−12x+7, si x≤ 1

].

Dos funciones cuya gráfica no ofrece excesivas dificultades:

Ej. f (x) = 1−x2

x4 . Par. dom f = R−{0}. f (x) →
x→0

∞ , f (x) →
x→∞

0 .

f ′(x) = 2x2−4
x5 ; f ′′(x) = 20−6x2

x6 .

Extremos: x =±
√

2≈±1.41 , f (±
√

2) =−0.25 .

Inflexión: i± =±
√

10
3 ≈±1.8 , f (i±) =−0.21 .

f (x) = 0⇔ x =±1 , f ( 1
2 ) = 12 , f (

√
2

2 ) = 2 , f (2) =− 3
16 ≈−0.19 .

2

1

–1/4

! 2– 

–1

1

p. inf.
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Ej. h(x) =
√

x2

x+1 = |x|√
|x+1|

. h(x)≥ 0 ∀x ∈domh = (−1,∞).

h′(x) = −[x+2]
2[x+1]3/2 si −1 < x < 0 [decrece]; h′(0−) =−1 .

h′(x) = −[x+2]
2[x+1]3/2 si x > 0 [crece]; h′(0+) = 1 .

h′′(x) = [x+4]
4[x+1]5/2 , −1<x<0 ; h′′(x) = −[x+4]

4[x+1]5/2 x>0 .

h(x) =
√

x−1+ 1
x+1 [se parece a

√
x−1 para x grande].

h(x)→ ∞ si x→−1+ .

! x–1
___

1 3 5

1

2

3/2

h(0) = 0 , h(− 1
2 ) =

√
2

2 = h(1) , h(3) = 3
2 .

sen– 1x

2/! 

1

x

x2

–x2

g(x)

12/! 

Dibujamos ahora dos de los ejemplos manejables de 3.1:

Ej. g(x) = x2 sen 1
x con g(0) = 0 para que g sea continua.

g(−x) =−g(x): impar. De las derivadas se saca poco:

g′(x) = 2xsen 1
x − cos 1

x = 0⇔ tan 1
x = 1

2x (infinitos cortes)

Pero podemos dar infinitos valores a la función:

Como sen 1
x = 1⇔ x = 2

[4n+1]π ; sen 1
x =−1⇔ x = 2

[4n−1]π ,

la gráfica de g toca en esos x la de x2 y la de −x2 ,
y para los demás x la gráfica oscila entre ambas.

sen 1
x = 0⇔ x = 1

nπ
, otros infinitos puntos de la gráfica.

Como sen 1
x ≈

1
x si x gordo sospechamos que g(x)≈ x .

De hecho sabremos justificar por L’Hôpital o Taylor que

lı́m
x→∞

[g(x)− x] = 0

Ej. n(x) = arctan 1
x2 , n(0) = π

2 . Par. n(x)≥ 0 ∀x .

n′(x) = −2x
1+x4 ⇒ n crece si x < 0 y decrece si x > 0 .

n′′(x) = 2 3x4−1
(1+x4)2 ⇒ cóncava si |x| ≤ 3−1/4 ≈ 0.76 .

Valores: n(1) = π

4 , n(3−1/4) = arctan
√

3 = π

3 .

n′(0) = 0 . n(x) →
x→∞

0 . 1

 

 !/3

! /4

!/2

Dos últimos ejemplos con dificultades para hallar ceros:

Ej. l(x) = x3 +6log(2− x) . dom l = (−∞,2) .

l(x)→−∞ si x→ 2− ó −∞ , pues

x3[1+ 6log(2−x)
x3 ] →

x→−∞
“−∞ · [1+0] =−∞”[L’Hôpital]

l′(x) = 3 x3−2x2+2
x−2 = 0⇔ P(x)≡ x3−2x2 +2 = 0??

+−+ (0 ó 2 ráıces positivas ??) ; −−+ (1 negativa [máx de l ]);

P′(x) = 3x2−4x , P( 4
3 ) = 22

27 > 0 , P(0) = P(2) = 2 , P(±1) =±1
⇒ ráız de P [máx] en c ∈ (−1,0) [Newton: c≈−0.84]; no mı́nimos.

l′′(x) = 6 [x−1][x2−3x+1]
[x−2]2 = 0 si x = 1 ó 3−

√
5

2 ≈ 0.4 [ 3+
√

5
2 /∈dom l ]

⇒ l convexa (∪) entre los 2 p.inf. y cóncava en el resto de dom l.

1
–1–2

2

6
–1 2

2 P

4/3

l(1) = 1, l(0) = 6log2≈ 4.1, l(−1) = 6log3−1≈ 5.6, l(−2) = 12log2−8≈ 0.3.
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1 3

2

–2

–2 42

log|x–2|
x

2–x––– Ej. k(x) = x log |x−2| . domk = R−{2} .

k →
x→2

−∞ , k →
x→∞

∞ , k →
x→−∞

−∞ .

k(0)=k(1)=k(3)=0 , −k(−2)=k(4)=4log2≈2.8
[Según Rolle hay al menos un cero de k′ en (0,1)]

k′(x) = log |x−2|+ x
x−2 ; k′′(x) = x−4

[x−2]2
.

x = 4 inflexión, x < 4 cóncava, x > 4 convexa.

k′ = 0 donde se corten las gráficas de log |x−2| y x
2−x .

k′(0)= log2≈ 0.7 , k′(1)=−1⇒ máximo en c∈(0,1)

[utilizando Newton para k′ con x0 = 0.5 :
x1 =0.546370 , x2 =0.545267= x3 = x4 = · · · ].

Cerca de x = 2 no se anula k′ pues
k′→ ∞ si x→ 2+, k′(3) = 3 y k′ decrece en (2,3) .

3.6. Aplicaciones

Tangentes a curvas.

Ej. Hallar la ecuación de la recta tangente a la hipérbola x2− y2 = 16 en el punto (5,3) .

1 3/2

1

3

4–4 5

3
Más corto que despejar la y derivar la ráız resultante, derivamos
impĺıcitamente considerando la y como función de x :

2x−2yy′ = 0→ y′(x) = x
y . Si x = 5, y = 3 es

y′ = 5
3 → y = 3+ 5

3 (x−3) , 5x−3y = 16 .

Ej. ¿Para qué puntos de la curva y=x3 la recta tangente pasa por (1,0) ?

y′ = 3x2 → Recta tangente en el punto (a,a3) :

y = a3+3a2(x−a) = 3a2x−2a3 .

Pasa por (1,0) si 3a2−2a3 = 0→ a=0, a= 3
2 → puntos (0,0) y ( 3

2 , 27
8 )

[rectas tangentes respectivas: y = 0 e y = 27
4 (x−1)]

Ritmos de cambio.

Ej. Un cilindro se comprime lateralmente y se estira, de modo que el radio de la base decrece a
un ritmo de 3 cm/s y la altura crece a 8 cm/s. Hallar el ritmo al que está cambiando el volumen
cuando el radio es 5 cm y la altura 7 cm.

El volumen del cilindro es V =πr2h→ dV
dt =π[r2 dh

dt +2rh dr
dt ] = 2πr[4r−3h]

Cuando r=5 y h=7, V ′=−10π cm3/s (el volumen decrece en ese instante).

Ej. Una escalera de 5 m de largo permanece apoyada sobre una pared vertical y su extremo
inferior se está alejando del pie de la pared a una velocidad constante de 2 m/s . Hallar la
velocidad a la que desciende la parte superior cuando el extremo inferior está a 4m de la pared.

y

x

5

Sea y la distancia al suelo de la parte superior y x la distancia de la
parte inferior a la pared. Por pitágoras es: y =

√
25− x2 . Entonces

dy
dt = dy

dx = dx
dt = −2x√

25−x2
. Cuando x = 4 es dy

dt =− 8
3 .

Por tanto el extremo de la escalera cae en ese instante a 8
3 m/s .

[Curiosidad, si x→ 5 la velocidad de cáıda → ∞ (!?) ].
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Ej. La luz de un faro situado a 1/2 Km de la una costa recta gira con un periodo de 12 segundos.
Hallar la velocidad con la que la luz se mueve por la costa: i) en el punto P más cercano al faro,
ii) en un punto situado a 2Km de P , iii) un segundo después de pasar la luz por P .

x
1/2

!

Sean θ el ángulo y x la distancia descritos en el dibujo. Se tiene
que x = 1

2 tanθ . La velocidad de crecimiento de θ es dθ

dt = π

6
radianes por segundo. La velocidad de la luz sobre la costa es

dx
dt = 1

2 (1+ tan2 θ) dθ

dt = π

12 (1+4x2)

i) en P , θ = 0 , x = 0→ x′ = π

12 Km/seg ≈ 942 Km/h;

ii) x = 2→ x′ = 17π

12 Km/seg ≈ 16022 Km/h;

iii) θ = π

6 → x′ = π

12 (1+ 1
3 ) = π

9 Km/seg ≈ 1257 Km/h.

Máximos y mı́nimos.

Ej. Hallar (si existen) dos reales positivos cuyo producto sea 1 y tales que su suma sea i) máxima,
ii) mı́nima.

2

1

x+– 1
x

Sean los números x y 1
x . Hay que buscar los extremos de S(x) = x + 1

x
en el intervalo (0,∞) [como no es un cerrado podŕıan no existir].

S′(x) = 1− 1
x2 = 0→ x = 1 (−1 no sirve); S′′(x) = 2

x3 → S′′(1) = 2

hay, pues, un mı́nimo local en x = 1 . S derivable para todo x de (0,∞) ,
S(x)→ ∞ cuando x→ 0 y cuando x→ ∞⇒ no hay máximo. Por tanto,
el mı́nimo (absoluto) se da si x = 1

x = 1 (la suma es entonces 2 ).

Ej. Un nadador se halla en el mar a 4 km de una playa recta y a 5 km de una palmera situada
en la playa junto al mar. Si nada a una velocidad de 4 km/h y camina por la playa a 5 km/h ,
¿cuál es el tiempo mı́nimo que debe emplear para llegar hasta la palmera?

54

3–xx

El tiempo empleado en nadar hacia un punto situado a una distancia
x de la perpendicular y luego caminar hasta la palmera es

T (x) =
√

16+x2

4 + 3−x
5 , con x ∈ [0,3]

[si x≤0 tarda más seguro y si x≥3 no vale la expresión de T (x) ].
T ′(x) = x

4
√

16+x2
− 1

5 = 0 ⇒ 25
16 x2 = 16+ x2 ⇔ x = 16

3 ,− 16
3

Pero 16
3 > 3 y − 16

3 no cumple T ′ = 0 con lo que el mı́nimo se toma en
un extremo: T (3) = 5

4 < T (0) = 8
5 [ T ( 16

3 ) = 6
5 es mentira]. Aśı que debe

nadar hacia la palmera (si ésta estuviese lejos śı convendŕıa atajar).

Ej. Con un alambre de longitud 1 m se forman un cuadrado y una circunferencia. ¿Cuánto
alambre debe emplearse en cada figura para que la suma de sus áreas sea i) máxima, ii) mı́nima?

L

1–x=4Lx=2! r

r

1
x 1–x

Área total = L2+πr2 = [1−x]2
16 + πx2

4π2 = [4+π]x2−2πx+π

16π
= A(x)

con x ∈ [0,1] . Los máximos y mı́nimos (que existen, por ser
A continua en [0,1] ) se alcanzarán ( A derivable en (0,1) ) o
bien en los extremos del intervalo o bien cuando A′(x) = 0 :

A′(x) = [4+π]x−π

8π
= 0 → x∗ = π

4+π
≈ 0.44 m

Como A′ < 0 si x < x∗ , A′ > 0 si x > x∗ , el mı́nimo se da en x∗, y como A(0)= 1
16 < A(1)= 1

4π

el máximo en 1 (empleando todo el alambre para el ćırculo [A≈ 0.08 m2 ]; para el área mı́nima
se usa alrededor de 44 cm para el ćırculo y 56 cm para el cuadrado [ A= 1

4[4+π]≈ 0.035 m2 ]).
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Ej. Hallar el punto de la gráfica de f (x) =
√

2cosx2 más cercano al origen.

Hallamos primero su dominio y dibujamos su gráfica:

cosx2 ≥ 0⇔ x2 ∈ [0, π

2 ]∪ [ 3π

2 , 5π

2 ]∪ [ 7π

2 , 9π

2 ]∪·· ·

⇒ dom f = · · ·∪
[
−

√
5π

2 ,−
√

3π

2

]
∪

[
−

√
π

2 ,
√

π

2

]
∪

[√
3π

2 ,
√

5π

2

]
∪·· ·

1.25 2.17 3.82.80 3.3

! 2
–  

Mejor que minimizar distancias, minimizamos su cuadrado (es lo mismo y evita derivar ráıces):

d(x) = d[(0,0),(x, f (x)]2 = x2 +2cosx2; d′(x) = 4x( 1
2 − senx2) = 0→ x = 0 ó x2 = π

6 , 5π

6 , 13π

6 · · ·

El valor mı́nimo claramente se da en [−
√

π/2,
√

π/2 ] . Candidatos son además estos extremos.

d(0) = 2 , d(±
√

π

6 ) = π

6 +
√

3≈ 2.26 , d(±
√

π

2 ) = π

2 ≈ 1.57 → puntos más cercanos
(
±

√
π

2 ,0
)

.
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4. Series, Taylor y ĺımites indeterminados

4.1. Series de números reales

Queremos hacer ‘sumas de infinitos números reales’, llamadas series:

a1 +a2 +a3 + · · ·=
∞

∑
n=1

an .

Por ejemplo, ‘sumemos’ 1/5+1/52 +1/53 +1/54 +1/55 + · · · . Sumar un número finito
de términos siempre se puede: la suma de los 2 primeros es 0.24 , la de los 5 primeros es
0.24992 , la de los 10 es 0.2499999744 , ... Pero carece de sentido ‘sumar infinitas veces’.
Cuando aparece la palabra ‘infinito’ en matemáticas se acude al concepto de ĺımite. Dada
una serie, siempre podemos hacer la suma de los k primeros términos, que llamaremos k-
ésima suma parcial Sk = a1 + · · ·+ak . Parece natural decir que la suma S de los infinitos
an será el ĺımite de la sucesión {Sk} . En el ejemplo anterior parece que este ĺımite existe
y parece ser S =0.25 , pero este ĺımite pudiera no existir para otras series. Aśı, para la
serie 1−1+1−1+1−·· · las sumas parciales van siendo S1 = 1, S2 = 0, S3 = 1, S4 = 0, ... ,
sucesión divergente (y, por tanto, no se le puede asignar ningún valor a la suma de los
infinitos términos). Lo primero que miraremos cuando nos encontremos con una serie es
si la ‘suma infinita’ tiene sentido:

Def.

La serie
∞

∑
n=1

an es convergente si lo es la sucesión {Sk} con Sk =
k

∑
n=1

an .

La suma de la serie es entonces el lı́m
k→∞

Sk . Se llama término general de

la serie al an y sucesión de sus sumas parciales a {Sk} . Si una serie no
converge, se dice divergente.

[La serie converge si lo hace su sucesión de sumas parciales; otra cosa distinta es
que converja su término general. Para ∑

∞
n=1 1 = 1 + 1 + 1 + · · · es {Sk} = {k} , que

claramente diverge a ∞ , y sin embargo converge la sucesión constante {an}= {1} ;
pronto veremos que para que la serie converja será necesario (pero no suficiente) que
{an} tienda hacia cero (para que pueda ser finita la suma de infinitos números es
necesario que sean muy pequeños)].

De la definición y de las conocidas propiedades de los ĺımites de sucesiones se deduce
inmediatamente que si suprimimos, cambiamos o añadimos un número finito de
términos al principio de una serie, no se altera su carácter de convergencia
o divergencia (aunque śı el valor de su suma, si converge), porque las nuevas sumas
parciales diferirán de la inicial sólo en un constante. Por eso, cuando estemos hablando
simplemente de convergencia podremos no escribir el n en que empezamos a sumar;
incluso escribiremos sólo ∑ (no olvidando que son infinitos términos).

También está claro (por las propiedades de sumas y productos de sucesiones) que si ∑an

y ∑bn convergen y si c∈R , también convergerán las series ∑[an+bn] y ∑can y que:
∞

∑
n=1

[an+bn] =
∞

∑
n=1

an +
∞

∑
n=1

bn ;
∞

∑
n=1

can = c
∞

∑
n=1

an
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¿Como saber si una serie converge o no? ¿Cuánto vale su suma si es convergente?
Veremos una serie de criterios que nos permitirán responder en la práctica a la primera
pregunta para muchas series (desde luego la definición ε−N del ĺımite de sucesiones no es
adecuada, ni vimos en 2.2 teoremas para trabajar con sucesiones en las que el número de
sumandos va creciendo). Respecto de la segunda, casi siempre necesitaremos calculadora
u ordenador para dar simplemente un valor aproximado de la suma de la serie.

Dos casos en que se puede sumar la serie (excepcionales, porque podemos encontrar
una expresión manejable de la sumas parciales; cuando veamos series de Taylor en 4.4
conoceremos la suma de alguna otra serie) son los siguientes:

Series geométricas (progresiones geométricas de infinitos términos):

∞

∑
n=0

rn = 1+ r + r2 + · · · Si r 6= 1 es Sk =
1− rk+1

1− r
⇒ Si |r|< 1 ,

∞

∑
n=0

rn = 1
1−r

Y si |r| ≥ 1 diverge, al hacerlo Sk

(también si r =±1: 1+1+ · · · → ∞ , 1−1+1−1+ · · · divergen).

Ej. Con esto vemos que 1
5 + 1

52 + 1
53 + ... = 1

5

∞

∑
n=0

( 1
5 )n = 1

5
1

1−1/5 = 1
4 = 0.25 como sospechábamos.

[De la misma forma que en este ejemplo, es fácil ver que, en general,
∞

∑
n=k

rn = rk

1−r , si |r|< 1 ].

Series
telescópicas:

∞

∑
n=1

[bn−bn+1] ⇒ Sk = [b1−b2]+ [b2−b3]+ · · ·+[bk−bk+1] = b1−bk+1 .

Por tanto, la serie converge si y solo si {bn} converge y entonces su suma es: b1− lı́m
n→∞

bn

Ej.
∞

∑
n=1

1
n2+n =

∞

∑
n=1

[1
n −

1
n+1

]
= 1− lı́m

n→∞

1
n

= 1 .

Ej.
∞

∑
n=1

log n
n+1 =

∞

∑
n=1

[logn− log(n+1)] es divergente, porque logn diverge hacia +∞ .

Salvo en estos dos casos nos conformaremos con saber si la serie que tratamos converge
o no y con la calculadora para aproximar su suma (a ser posible, dando una cota del
error cometido). Lo que sigue son los criterios más importantes para distinguir las series
convergentes de las divergentes (hay más, pero aplicables en muy pocos casos prácticos).
El primer criterio permite identificar un montón de series divergentes (muchas veces a
simple vista):

Teorema: Si ∑an es convergente ⇒ an → 0 [la implicación opuesta (⇐) es falsa]

Es an =Sn−Sn−1 . Entonces an→0 , pues Sn y Sn−1 tienen, desde luego, el mismo ĺımite.

Ej. ∑
n+1

20000n es divergente, porque el término general an no tiende a 0 (tiende a 1
20000 ).

Ej. ∑(−1)ne1/n diverge, porque an tampoco tiende a 0 (ni a nada; pares → 1, impares →−1).

Veamos que ⇐ es falso, o sea, que no basta que los números que sumemos tiendan a 0
para que la serie converja. Para ello basta un contraejemplo.
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Probemos que la ‘serie armónica’
∞

∑
n=1

1
n diverge

( an → 0 , pero la
suma es ‘infinito’).

[Es imposible verlo con calculadora: S1=1 , S2=1.5 ,..., S10 ≈ 2.929 , ..., S100 ≈ 5.187 ,
..., S1000 ≈ 7.485 ,... no parece estabilizarse, pero sumandos muy altos acabaŕıan por no
afectar al número de la pantalla, pues la calculadora maneja sólo unos pocos d́ıgitos].

Sea la serie 1+ 1
2 + 1

4 + 1
4 + 1

8 + 1
8 + 1

8 + 1
8 + · · · ,

de términos menores que los de la armónica. Tenemos entonces que:

S2 = 1+ 1
2 , S4 > 1+ 1

2 + 1
2 , S8 > 1+ 1

2 + 1
2 + 1

2 , · · · , S2n > 1+ n
2 .

Por tanto la sucesión de sumas parciales de ∑
1
n diverge (ni siquiera está acotada).

Series de términos positivos an≥0 [o de términos negativos, pues ∑an=−∑(−an) ].

Observemos que entonces las sumas parciales forman una sucesión creciente.

Veamos varios criterios de convergencia. El primero exige saber algo de integrales y
ĺımites de funciones, pero lo necesitamos para tratar las importantes series ∑

1
ns .

Se define:
∫

∞

a f (x)dx = lı́m
b→∞

∫ b
a f (x)dx (si el ĺımite existe; la integral se dice convergente).

Criterio integral:

Sea f (x) función positiva y decreciente para x≥1 . Entonces la serie
∞

∑
n=1

f (n) converge

⇔
∫

∞

1 f (x)dx converge. El error está acotado por
∫

∞

k+1 f (x)dx≤ S−Sk ≤
∫

∞

k f (x)dx .

1 2 3 4 k k+1 x

f(x)

Este criterio, es de los pocos que dan cota del error
cometido al sustituir la suma S de la serie convergen-
te por la k-ésima suma parcial. No lo demostramos.
Recordando el significado geométrico de la integral, es
intuitivamente claro a partir del dibujo.

∞

∑
n=1

1
ns converge si s > 1 y diverge si s≤ 1

Si s≤ 0 , el término general no tiende a 0 y la serie diverge.

Si s > 0 , la función f (x) = x−s es positiva y decreciente y aplicamos el criterio anterior:

si s 6=1 ,
∫ b

1 x−sdx = [1−b1−s] ; si s=1 ,
∫ b

1 x−1dx = logb .

Si b→∞ , la primera integral converge para s>1 y →∞ si 0<s<1 . La segunda →∞ .

Ej. Para aproximar la suma S de la serie convergente
∞

∑
n=1

1
n3 = 1+ 1

8 + 1
27 + · · · sumamos

50 términos y obtenemos S50 =1.201860... ¿Qué error E hemos cometido?

El criterio integral nos dice que:∫
∞

51
dx
x3 =

[
−x−2

]∞

51 = 1
2·512 = 0.000192... ≤ E = S−S50 ≤

∫
∞

50
dx
x3 =

[
−x−2

]∞

50 = 1
2·502 = 0.0002

El valor de S (no calculable exactamente) está comprendido entre 1.202052... y 1.202060...

En los dos siguientes criterios compararemos nuestra serie con otra cuya convergencia conozcamos
(normalmente con las ∑

1
ns ; por eso serán adecuados cuando hay como mucho potencias de n ; si

aparecen términos mayores, como 3n o n! , será mejor utilizar el cociente o la ráız que veremos).
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Criterio de comparación por desigualdades:

Si 0≤ an ≤ bn , entonces ∑bn converge ⇒ ∑an converge y
∞

∑
n=1

an ≤
∞

∑
n=1

bn

[Y por tanto ∑an diverge ⇒ ∑bn diverge. Pero no se obtiene ninguna
conclusión de que la mayor diverja o de que la menor converja].

Sean Sk = a1 + · · ·+ak , Tk = b1 + · · ·+bk . Son sucesiones crecientes con 0≤ Sk ≤ Tk .
Entonces: Tk convergente ⇒ Tk acotada ⇒ Sk acotada ⇒ Sk convergente y ĺımSk ≤ ĺımTk .

Ej. ∑
senn+1
n3 +n

converge, ya que 0≤ senn+1
n3 +n

≤ 2
n3 y sabemos que ∑

2
n3 = 2∑

1
n3 converge.

Ej. ∑
n+1

n2 diverge, pues n+1
n2 ≥ 1

n
y la armónica diverge (de n+1

n2 ≥ 1
n2 no sacaŕıamos nada).

Lo podemos afirmar sin el criterio: la suma de una ∑an convergente y otra ∑bn divergente es
divergente (si convergiese, ∑[an+bn]−∑an = ∑bn convergeŕıa) y esto le pasa a nuestra serie
∑[ 1

n + 1
n2 ] . [Que conste que la suma o diferencia de dos divergentes śı puede ser convergente].

Trabajar con desigualdades puede ser complicado, por eso suele ser bastante más útil:
Criterio de comparación por paso al ĺımite:

Sean an , bn ≥ 0 y lı́m
n→∞

an
bn

= c (finito). Entonces:

Si c>0 , ∑an converge ⇔∑bn converge. Si c=0 , ∑bn converge ⇒∑an converge.

Si c > 0 , para n≥N, c
2 ≤

an
bn
≤ 3c

2 ⇒ 0≤ c
2 bn ≤ an ≤ 3c

2 bn y aplicamos el criterio anterior.
Si c = 0 , para n≥ N, 0≤ an

bn
≤ 1⇒ 0≤ an ≤ bn y otra vez el criterio.

A partir de ahora, para abreviar, representaremos con el śımbolo “∼” el hecho de que a
dos series les podemos aplicar la primera parte de este criterio, es decir:

an ∼ bn si an
bn
→ c > 0

[A pesar del śımbolo elegido, no quiere decir esto que, aunque las dos series converjan
a la vez, la suma de una se parezca a la de la otra (intentemos no escribir ∑an ∼∑bn )].

Esta parte del criterio con c > 0 permite determinar la convergencia de muchas series a
simple vista, mirando sólo en los términos ns que ‘mandan’ en numerador y denominador:

Ej. ∑
n−1
n2 diverge, porque an ∼ n

n2 = 1
n (es decir, an

1/n = n
n−1 → 1 > 0 ) y ∑

1
n diverge.

[La comparación por ≤ no es adecuada aqúı (de la acotación sencilla an ≤ 1
n no sale nada,

pues aunque la gorda diverja la menor podŕıa converger); en cambio, para el primer ejemplo
del criterio anterior, como senn+1

n3+n no se parece a 1
n3 ( an

1/n3 no tiene ĺımite), el paso al ĺımite
no parece adecuado (se puede usar la parte con c = 0 , pero es más fácil usar desigualdades)].

Ej. ∑
5
√

n−173
n2+cosn converge, pues an∼ 1

n3/2

( an
1/n3/2 → 5 > 0

)
y ∑

1
n3/2 es convergente.

[Aunque sean unos cuantos an < 0 , esto no impide aplicar criterios para series de términos
positivos, pues la convergencia se mantiene si los quitamos].

Ej. ∑
arctann
4n2+3 converge, ya que an∼ 1

n2

( an
1/n2 → π

8 , pues arctann→ π

2

)
y ∑

1
n2 converge.

Ej. ∑
1

7n+(−1)n converge: an ∼ 1
7n

( an
1/7n → 1 > 0

)
y ∑(1

7)n
es geométrica convergente.

[Alguna vez compararemos con otras series conocidas y no sólo con las ∑
1
ns ].

Ej. ∑sen 1
n3 . La sucesión 1

n3 → 0 y sabemos ya que senx
x

x→0→ 1 . Por los teoremas que relacionan
ĺımites de sucesiones y funciones se tiene: an

1/n3 → 1 . Como ∑
1
n3 converge, la dada también.
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Cuando los términos que dominen contengan logaritmos habrá que aplicar la segunda
parte (la de c = 0 ) de este criterio (porque logn no se parece a ninguna potencia de n ):

Ej. ∑
logn
n4 converge, pues logn/n4

1/n3 = logn
n → 0 y ∑

1
n3 (más gorda) converge.

∑
logn

n diverge, pues 1/n
logn/n → 0 y ∑

1
n (más pequeña) diverge.

[o por desigualdades logn
n > 1

n si n≥ 3 ] [o por el integral
∫

∞

1
logx

x dx =
[ 1

2 (logx)2
]∞

1 → ∞ ].

∑
logn
n2 converge, pues logn/n2

1/n3/2 = logn
n1/2 → 0 y ∑

1
n3/2 converge.

[hemos debido afinar pues ∑
1
n2 es convergente pero menor y ∑

1
n es mayor pero diverge].

Series de términos cualesquiera.

Consideremos primero la serie, de términos positivos, de los valores absolutos ∑ |an| .

Teorema: ∑ |an| es convergente ⇒ ∑an es convergente

0≤ an + |an| ≤ 2|an| , ∑ |an| converge ⇒ ∑[an + |an|] converge (criterio de
comparación por desigualdades) ⇒ ∑[an + |an|]−∑ |an|= ∑an converge.

La implicación ⇐ es falsa: pronto veremos series ∑an convergentes pero tales que ∑ |an|
diverge. Diremos que ∑an es absolutamente convergente si ∑ |an| es convergente (el
teorema anterior dice que absolutamente convergente ⇒ convergente). Diremos que ∑an

es condicionalmente convergente si converge, pero no absolutamente.

Ej. ∑
(−1)n+1

n2 +1
converge absolutamente (y por tanto converge) pues ∑

1
n2+1 converge (∼ 1

n2 ).

Ej. ∑
cosn
3n . ∑

|cosn|
3n ≤ ∑

( 1
3

)n geométrica convergente ⇒ ∑ |an| converge ⇒ ∑an converge.

Ej. ∑
cosn

n
. De ∑

|cosn|
n

no sacamos nada (≤ ∑
1
n divergente). No sabremos decir si converge.

Ej.
∞

∑
n=1

(−1)n+1

n = 1−1
2+1

3−·· · no converge absolutamente (∑ 1
n diverge), pero śı condicionalmente

(hacia log2 como se verá) por el siguiente criterio para series alternadas (+−+−+−·· · ):

Criterio de Leibniz:

Si an ≥ 0 es decreciente y an →
n→∞

0 entonces
∞

∑
n=1

(−1)n+1an = a1 − a2 + a3 − ·· ·
converge. Además, el error absoluto |S−SN | ≤ aN+1 (primer término que se omite).

S2S 1S4S 3S

Es fácil ver que por ser {an} decreciente:
S2 ≤ S4 ≤ ·· · ≤ S2n ≤ ·· · ≤ S2n+1 ≤ ·· · ≤ S3 ≤ S1

Como S2n y S2n+1 son monótonas y acotadas convergen
(al mismo ĺımite, pues S2n+1−S2n = a2n+1 → 0 ), con lo que la serie converge.

Sea S su suma. Se ve que para todo n es S2n ≤ S≤ S2n+1 . Además:

0≤ S−S2n ≤ S2n+1−S2n = a2n+1; |S−S2n| ≤ a2n+1
0≤ S2n−1−S≤ S2n−1−S2n = a2n; |S−S2n−1| ≤ a2n

⇒∀N, par o impar, |S−SN | ≤ aN+1.

[Si la serie fuese ∑(−1)nan = −a1 +a2−·· · , el criterio y la cota del error absoluto seŕıan iguales.
No olvidemos que esta cota tan sencilla del error sólo se tiene para estas series de Leibniz. Para
las de términos positivos convergentes las sumas parciales Sn se acercan a la suma S formando
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una sucesión creciente y el error S−SN es, por tanto, mayor que el siguiente término aN+1 ; el
único criterio que nos ha dado cota del error es el integral (pero es aplicable a muy pocas series)].

Ej.
∞

∑
n=1

(−1)n+1

n2+1 converǵıa absolutamente. También podemos ver que converge usando Leibniz:

es alternada, 1
n2+1 → 0 y ∀n es 1

n2+1 > 1
(n+1)2+1 . Estimemos el valor de su suma S .

Por ejemplo, es: 1
2 −

1
5 + 1

10 −
1
17 = 0.341.. < S < 1

2 −
1
5 + 1

10 = 0.4 , acotación nada precisa.

Si queremos el valor con |error|< 10−3 debe ser aN+1 = 1
(N+1)2+1 < 1

1000 ⇔ (N +1)2 > 999 .

Esto sucede si N ≥ 31 (pues 312 = 961 , 322 = 1024 ). Hay que sumar 31 términos.
[Con ordenador (o mucha paciencia), S≈ S31 = 1

2 −
1
5 + · · ·+ 1

962 ≈ 0.364 ].

Ej. 2
1 −

1
1 + 2

2 −
1
2 + 2

3 −
1
3 + · · · es alternada y an → 0, pero no decrece (y Leibniz no es aplicable).

De hecho diverge: S2 = 1 , S4 = 1+ 1
2 , . . . , S2n = 1+ · · ·+ 1

n → ∞ , cuando n→ ∞ .

Ej. Veamos para qué valores de a converge ∑(−1)n sen 1
na y para cuales lo hace absolutamente.

Si a≤ 0 , el término general no tiende a 0 (dif́ıcil probarlo con rigor) y, por tanto, diverge.

Si a > 0 , es convergente por Leibniz, pues an = sen 1
na > 0 (es alternada), an → 0 claramente

( senx continua en x = 0 , 1
na → 0 y sen0 = 0 ) y an es decreciente (por crecer senx en [0,1] ).

¿Para cuáles de estos valores a > 0 converge ∑sen 1
na ? Por tender senx

x → 1 cuando x→ 0
y ser { 1

na } una sucesión que (si a > 0) tiende a 0 , se tiene que sen 1
na ∼ 1

na y, por tanto, la
serie converge absolutamente si a > 1 (lo hace condicionalmente si a ∈ (0,1] ).

Para las series (de términos positivos o signo no definido) con n en exponentes o facto-
riales son muy útiles los dos siguientes criterios (para las parecidas a ∑

1
ns no sirven):

Criterio del cociente:

Sea lı́m
n→∞

|an+1|
|an|

= r . Entonces:
si r < 1 , ∑an converge (absolutamente)
si r > 1 (ó r = ∞ ) , ∑an diverge

(y si r = 1 , el criterio no decide: la serie puede converger o divergir)

r < 1 : sea s con r < s < 1 . ∃N tal que si n≥ N ⇒ |an+1|
|an| ≤ s , es decir, |an+1| ≤ s|an| .

Por tanto |an+k| ≤ · · · ≤ sk|an| si n≥ N. Aśı:
∞

∑
n=N
|an|= |aN |+ |aN+1|+ · · ·=

∞

∑
k=0
|aN+k|

≤ |aN |
∞

∑
k=0

sk, geométrica convergente ⇒
∞

∑
k=0
|an| también converge ⇒

∞

∑
k=0

an converge.

r > 1 : ∃N tal que si n≥ N es |an+1|
|an| > 1 , o sea, |an+1|> |an| y 6→ 0 el término general.

Cuando se vean muchas potencias n-simas (y no factoriales) en la serie conviene utilizar:
Criterio de la ráız:

Sea lı́m
n→∞

n
√
|an|= r . Entonces:

si r < 1 , ∑an converge (absolutamente)
si r > 1 (ó r = ∞ ) , ∑an diverge

(si r=1 , de nuevo no sabemos; casi siempre es r=1 a la vez utilizando cociente y ráız)

r < s < 1 : ∃N/n≥ N , n
√
|an| ≤ s , |an| ≤ sn ⇒

∞

∑
k=0
|an| converge ⇒

∞

∑
k=0

an converge.

r > 1 : ∃N/n≥ N , n
√
|an|> 1 , |an|> 1 y no tiende a 0 el término general.

Ej. ∑
1
ns . |an+1|

|an| = ns

(n+1)s → 1 ; n
√
|an|= 1

(n1/n)s → 1 (pues n
√

n→ 1 ). Ni cociente ni ráız deciden.
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Ej. ∑
(−3)n

3+n!
. |an+1|
|an|

=
3n+1

3+(n+1)!
3+n!

3n = 3
3/n!+1

3/n!+n+1
→ 0 . Es convergente (absolutamente).

[Por Leibniz es complicado y con la ráız no sabemos pues desconocemos como va n
√

n! ]

Ej. ∑
[ n

n+2

]n2
. n
√
|an|=

[
1− 2

n+2

]n =
(
[1− 2

n+2 ]−(n+2)/2
)−2n/(n+2)

→ e−2 < 1 . Converge.

Ej. ∑(−1)n2n7−
√

n . n
√
|an|= 2

[
7−

√
n
]1/n

= 2 ·7−1/
√

n → 2 ;

o bien, |an+1|
|an| = 2 7

√
n

7
√

n+1 = 7
√

n−
√

n+1 → 2 (pues
√

n−
√

n+1 = 1√
n+
√

n+1
→ 1 ). Diverge.

Ej. ∑
1

(logn)n . n
√
|an|=

1
logn

→ 0 . Converge.

Ej. ∑
(n+1)n

nn+1 . n
√

an = n+1
n · 1

n1/n → 1 . La ráız no decide (y parećıa ser el criterio adecuado).

Como r = 1 probablemente haya que aplicar desigualdades o paso al ĺımite:

Por ≤ : (n+1)n

nn+1 ≥ nn

nn+1 = 1
n y ∑

1
n divergente ⇒ la nuestra es divergente.

Por → : (n+1)n

nn+1 ∼ 1
n (puesto que an

1/n =
[n+1

n

]n
→ e ) ⇒ la nuestra diverge.

En los dos siguientes discutimos la convergencia según los valores de los a y b que aparecen:

Ej. ∑
na

bn , con a > 0 , b 6= 0 .

|an+1|
|an|

=
(n+1)a|b|n

na|b|n+1 =
(1+1/n)a

|b|
→ 1
|b|

(o bien, n
√
|an|=

(n1/n)
a

|b|
→ 1
|b|

).

Cociente y ráız aseguran que converge para |b|>1 (de esto deducimos que na/bn → 0 si |b|>1)
y que diverge para |b|<1. Para b=±1 los criterios no deciden, pero está claro que diverge
porque el término general no tiende a 0 (bastaba esto para decir que diverǵıa para |b|≤1).

Ej. ∑
bn

n!
.
|an+1|
|an|

=
|b|n+1/(n+1)!

|b|n/n!
=

|b|
n+1

→ 0 . Convergente ∀b , por gordo que sea.

Por tanto, bn/n!→ 0 para cualquier b , ĺımite que no es fácil de calcular directamente.

Ej. ∑
n!
nn .

an+1

an
=

(n+1)!
(n+1)n+1

nn

n!
=

nn

(n+1)n =
1

(1+1/n)n →
1
e

< 1 . Converge.

[Y de aqúı, n!/nn → 0 , otro ĺımite que no era trivial calcular].

Los tres últimos ejemplos (y un ĺımite admitido en sucesiones) nos permiten comparar
la rapidez con que varias sucesiones se van al ∞ . El śımbolo “�” representará que lo de
la izquierda dividido entre lo de la derecha tiende a 0 cuando n tiende a ∞ :

logn � na, a>0 � bn, b>1 � n! � nn

Veamos ahora un ‘serie de potencias’ (tratadas a fondo en 4.3). Estudiemos para qué x converge:

Ej. ∑
x2n

4nn2 .
|an+1|
|an|

=
|x|2n2

4(n+1)2 →
|x|2

4
; n
√
|an|=

|x|2

4n2/n →
|x|2

4
(pues [n1/n]2 → 12) .

Por tanto, la serie converge si |x|< 2 y diverge si |x|> 2 . Si |x|= 2 (x =±2) estos criterios no
deciden, pero entonces ∑1/n2 converge como ya sabemos. En resumen, converge si x∈ [−2,2] .
Para cada x de ese intervalo la suma será un número real diferente, con lo que la serie define
una función f (x) . Podemos mirar cada sumando como una función de x. Cada una de ellas
( K · x2n ) es continua. ¿Lo será la f (x)? Este tipo de preguntas las responderemos en las
secciones siguientes.
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Acabemos con otra serie en que los sumandos dependen de x (otra ‘serie de funciones’):

Ej. ∑
sennx√

n
. Como

|an+1|
|an|

=
√

n |senx|√
n+1

→ |senx| , la serie converge si x 6= π

2 + kπ .

Para x = π

2 + kπ el cociente no decide. Si k es par, la serie que resulta ∑
1√
n es divergente.

Si k es impar, queda ∑
(−1)n
√

n convergente (Leibniz). Converge pues si x 6=−π

2 +2kπ .

4.2. Sucesiones y series de funciones

Consideramos sucesiones cuyos términos son funciones con un dominio común A :

{ fn(x)}= f1(x), f2(x), ..., fn(x), ... para x ∈ A

Para cada x fijo de A tenemos una sucesión { fn(x)} de números reales y en muchos casos
sabemos (desde 2.2) calcular su ĺımite (si lo tiene), que, en general, será una función de x .
Damos un nombre nuevo a esta vieja convergencia (para cada punto x ) para distinguirla
de la que definiremos un poco más adelante:

Def.
{ fn} converge puntualmente hacia f en A

si para cada x ∈ A es lı́m
n→∞

{ fn(x)}= f (x) .

Seŕıa bueno que f conservase las propiedades de las fn , pero esto, en general, no ocurre:

Ej. fn(x) =
{

xn , 0≤ x≤ 1
1 , 1≤ x . Todas las fn son continuas en [0,∞) .

Para cada x ∈ [0,∞) existe lı́m
n→∞

fn(x) = f (x) =
{

0 , 0≤ x < 1
1 , 1≤ x

.

Y, sin embargo, la función ĺımite puntual f (x) es discontinua.

1

1

f
f1

f2

Para que se conserve la continuidad se necesita una definición más fuerte de convergencia:

Def.
{ fn} converge uniformemente hacia la función f en A si
∀ε > 0 existe algún N tal que ∀x ∈ A , si n≥ N entonces | f (x)− fn(x)|< ε .

[El N vale ∀x , sólo depende de ε ; en cambio, la convergencia puntual significa:
∀x ∈ A y ∀ε > 0 ∃N(ε,x) tal que si n≥N entonces | f (x)− fn(x)|< ε ]

A

!
f2
f1

fGráficamente, que { fn}→ f uniformemente significa que a partir
de un N todas las gráficas de las fn quedan totalmente dentro de
una banda de altura 2ε alrededor de la de f . Si la convergencia
de las fn es sólo puntual, para cada x el N será distinto y no
se podrá dar uno que sea válido para todos los puntos de A .

Claramente, convergencia uniforme ⇒ convergencia puntual. Pero ⇐ es falsa:

1

1

Esto lo prueba la { fn} de arriba: por muy alto que sea el N siempre
existen funciones de la sucesión que se salen de la banda de radio
ε . Formalizando algo más: toda fn toma el valor 1

2 que queda
fuera de la banda si ε < 1

2 . Para cada x existe N tal que si n≥ N
el punto (x, fn(x)) está dentro de la banda, pero hace falta elegir
unos N mayores a medida que nos acercamos a 1 . En un intervalo
[0,a] , con a < 1 , la convergencia śı seŕıa uniforme, pues el N que valiese para el punto x = a
claramente valdŕıa también para el resto de los x .
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Ej. Estudiemos la convergencia de gn(x) = n+x
n+2 en i) A=[−2,2] , ii) A=R

Hay ĺımite puntual en todo R pues gn(x) →
n→∞

1 ∀x .

Y en [−2,2] es también uniforme:

| n+x
n+2 −1|= |x−2|

n+2 ≤
|x|+2
n+2 ≤

4
n+2 ≤

4
n < ε si n≥ N > 4

ε
∀x ∈ [−2,2] .

1

2–2

Pero no converge uniformemente en R porque cada gn (no acotada) se escapa de la banda.

Para estudiar la convergencia uniforme, como siempre en las definiciones con ε , hemos
partido de lo que se queŕıa hacer pequeño y avanzado mediante desigualdades hacia una
expresión más sencilla. Ha sido esencial hacer desaparecer la x , pues el N buscado deb́ıa
depender solo de ε . Podemos ahorrarnos las últimas cuentas con el sencillo teorema:

Teorema:

Si | fn(x)− f (x)|<an ∀x∈A y an→ 0 entonces fn(x)→ f (x) uniformemente en A

(pues dado ε , el N que asegura an < ε nos vale, desde luego, para todos los x ∈ A ).

Para encontrar el an en ocasiones bastará hacer acotaciones, como en el ejemplo anterior,
pero otras veces será más complicado y, como en el siguiente, habrá que utilizar derivadas:

Ej. Estudiemos la convergencia de hn(x) = x
1+n4x2 .

Está claro que {hn} converge puntualmente en todo R : x
1+n4x2 →n→∞

0 ∀x .

Si queremos ver la convergencia uniforme en todo R de {hn} nos encontramos con problemas:

|hn(x)−0|= |x|
1+n4x2 no parece acotable en R (la cota sencilla ≤ |x| no lleva a nada).

[a partir de lo anterior śı seŕıa fácil ver que si hay convergencia puntual en [1,2], por ejemplo]

Un modo natural de acotar | fn(x)− f (x)| (sin usar los ≤) es buscar el máximo de esa diferencia.

En nuestro caso, para acotar |hn(x)| vamos a hallar los extremos de cada hn(x) :

h′n(x) = 1−n4x2

[1+n4x2]2
= 0⇒ hn(x) crece en [− 1

n2 , 1
n2 ] y decrece en el resto de R .

hn(± 1
n2 ) =± 1

2n2 y además hn(x) → 0
x→±∞

. Aśı que |hn(x)| ≤ 1
2n2 = an ∀x∈R .

Como an → 0 , {hn}→ 0 uniformemente en R (en contra de lo que se pod́ıa pensar en principio).

Probemos que la convergencia uniforme tiene la buena propiedad que la puntual no teńıa:

Teorema:

fn continuas en un intervalo I y { fn}→ f uniformemente en I ⇒ f continua en I

Veamos que f es continua en un x ∈ I cualquiera.

Sea ε > 0 . Por la convergencia uniforme, existe algún n tal que | f (y)− fn(y)|< ε

3 ∀y∈ I .

En particular, para todo h tal que x+h∈ I , | f (x)− fn(x)|< ε

3 y | f (x+h)− fn(x+h)|< ε

3 .

Como fn es continua en x existe δ > 0 tal que si |h|< δ entonces | fn(x+h)− fn(x)|< ε

3 .

Por tanto, si |h|< δ entonces

| f (x+h)− f (x)| ≤ | f (x+h)− fn(x+h)|+ | fn(x+h)− fn(x)|+ | fn(x)− f (x)|< ε .

[Este teorema basta para probar que las fn del primer ejemplo no convergen uniforme-
mente en [0,∞) , pues si la convergencia fuese uniforme, la f (x) debeŕıa ser continua].
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|x| –sen(n x)1
n

2

[Si las fn son derivables, que fn → f uniformemente no
basta para que f sea derivable, o puede ser f derivable
y no coincidir f ′ con el ĺımite de las f ′n (situaciones
sugeridas por los ejemplos de la derecha); para que se
cumplan ambas cosas además deben las f ′n converger uniformemente].

Todo lo anterior se aplica de modo natural a las series de funciones:

Def.
∞

∑
n=1

fn converge puntualmente o uniformemente en A hacia f
si lo hace la sucesión de sumas parciales Sn = f1 + · · ·+ fn

Por lo visto para sucesiones de funciones y como Sn es continua si las fn lo son tenemos:
∞

∑
n=1

fn → f uniformemente y fn continuas en un intervalo I ⇒ f es continua en I .

Aunque la definición de convergencia uniforme de series de arriba aparenta ser tan simple,
está claro que será casi imposible de aplicar en la práctica (la puntual śı es fácil, aplicando
para x fijos los criterios vistos para series numéricas). Es claro que casi nunca se podrá
hallar directamente el N que haga | f1(x)+ · · ·+ fn(x)− f (x)| < ε (ni siquiera sabemos
quien es f (x) , pues casi ninguna serie se puede sumar). Pero hay un criterio muy útil
que permite ver para bastantes series de funciones que convergen uniformemente:

Criterio de Weierstrass
Sean { fn} definidas en A y {Mn} una sucesión de números reales tal que | fn(x)| ≤Mn

∀x ∈ A y tal que ∑Mn converge. Entonces ∑ fn converge uniformemente en A .

∀x ∈ A , ∑ | fn(x)| converge y por tanto ∑ fn converge puntualmente. Sea f su suma.
| f (x)−SN(x)|=

∣∣∑∞
N+1 fn(x)

∣∣≤ ∑
∞
N+1 | fn(x)| ≤ ∑

∞
N+1 Mn

que se puede hacer tan pequeño como queramos haciendo N suficientemente grande
( ∑Mn converge). Tenemos un N independiente del x , Sn converge uniformemente.

[Si no podemos aplicar este criterio no sabremos decir nada sobre la convergencia
uniforme de una serie (pero está claro que aunque no consigamos encontrar la ∑Mn
convergente, esto no significa que la ∑ fn no converja uniformemente)].

Ej. ∑
sennx

n2 es uniformemente convergente en todo R pues | sennx
n2 | ≤ 1

n2 y ∑
1
n2 converge.

[Deducimos, por ejemplo, que la suma f (x) de esta serie es función continua en todo R ].
La serie obtenida derivando término a término: ∑

cosnx
n diverge, por ejemplo, cuando x=0 .

[Para otros x , como x = π , converge (Leibniz); y para casi todos no sabemos decirlo].

[Como vemos, no se pueden derivar las sumas infinitas, en general, como las sumas finitas;
las series de potencias que veremos a continuación śı se podrán derivar término a término].

Ej. Estudiemos ahora la convergencia de ∑hn con hn = x
1+n4x2 (vista hace poco).

Lo que sab́ıamos de series numéricas nos basta para ver que converge puntualmente ∀x∈R :

si x = 0 queda ∑0 ; si x 6= 0 , x ∑
1

1+n4x2 converge pues 1
1+n4x2 ∼ 1

n4 y ∑
1
n4 converge.

Para ver si la serie es uniformemente convergente sólo disponemos de Weierstrass.
No saltaba a la vista la serie numérica con la que comparar, pero según hemos probado:

|hn(x)| ≤ 1
2n2 ∀x∈R y ∑

1
2n2 convergente ⇒ ∑hn(x) converge uniformemente en R.

[Otras propiedades importantes de la convergencia uniforme (que veremos en 5.5) serán
las relacionadas con la integración: el ĺımite de las integrales de una sucesión de funciones
integrables será la integral del ĺımite cuando haya convergencia uniforme, pero podŕıa no
serlo si sólo hay la puntual (y lo mismo sucederá con las series)].
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4.3. Series de potencias

A una serie de la forma
∞

∑
n=0

an(x−a)n se le llama serie de potencias en (x−a) .

Para cada x que converja la suma de la serie será un número real. Por tanto, define una
función f (x) cuyo dominio serán los x para los que converge. Supondremos a partir de
ahora, por sencillez, que a = 0 (en caso contrario haŕıamos x−a = t y estaŕıamos en el
caso a = 0 ):

f (x) =
∞

∑
n=0

anxn = a0 +a1x+a2x2 + · · · (viene a ser, pues, un ‘polinomio infinito’).

Una serie de ese tipo siempre converge en x=0 ( y f (0)=a0 ), pero no tiene que hacerlo
∀x : vimos que la serie ∑xn converge (y que su suma f (x) = 1/[1−x] ) si y sólo si |x|<1 .
En general, converge en un intervalo centrado en el origen (que puede degenerar en x=0
o ampliarse a todo R):
Teorema:

A cada serie de potencias está asociado un número positivo R , llamado radio de
convergencia de la serie, que, según los casos, tiene las siguientes propiedades:

i) si R = 0 , la serie sólo converge en x = 0 ,
ii) si R es un número real positivo, la serie converge si |x|<R y diverge si |x|>R ,
iii) si R = ∞ , la serie converge para todo x .

Además, si 0 < x0 < R , la serie converge uniformemente en [−x0,x0] .

converge uniformemente

−R 0 R
DIV ? CONVERGE ? DIV

En ii), para x = R y x = −R la serie puede
converger o divergir. El teorema no dice que la
serie converja uniformemente en (−R,R) , sino
que lo hace en [−x0,x0] con x0 tan cercano a
R como queramos).

Comencemos demostrando que:
Si ∑ancn converge para un c entonces ∑anxn converge
uniformemente en [−x0,x0] , si 0< x0 < |c| , y converge
puntualmente (y absolutamente) en (−|c|, |c|) :

Como ∑ancn converge ⇒ ancn→ 0 y por tanto está acotada: ∃K tal que |ancn|≤K

⇒ si x ∈ [−x0,x0] , |anxn| ≤ |ancn|
∣∣ x0

c

∣∣n ≤ K
∣∣ x0

c

∣∣n .

Como ∑ | x0
c |

n es geométrica convergente ( | x0
c |< 1 ), Weierstrass asegura que ∑anxn

converge uniformemente en [−x0,x0] . Además para todo x ∈ (−|c|, |c|) existe x0 con
|x|< x0 < |c| , con lo que ∑ |anxn| converge puntualmente.

Sea S = {x : ∑anxn converge}. Es no vaćıo ( 0 ∈ S ). Si existe algún x /∈ S , |x| es cota
superior de S (no converge para ningún real mayor por el resultado anterior) y por
tanto tiene extremo superior. Veamos que el radio de convergencia R =sup S : si |x|> R
la serie diverge (si no, existiŕıan puntos de S mayores que R ); si |x| < R existe c con
|x|< c < R para el que ∑ancn converge ( R es cota superior) y por tanto ∑anxn también
converge. Si 0 < x0 < R , existe c con x0 < c < R para el que ∑anxn converge y la serie
converge uniformemente en [−x0,x0] . Si no existe x /∈ S , la serie converge ∀x : R = ∞ .
Se ve igual que hay convergencia uniforme en todo [−x0,x0] .

El R se podrá calcular casi siempre mediante el criterio del cociente o la ráız.
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Por ejemplo, si en la serie aparecen todos los xn (no si es del tipo ∑anx2n ó ∑anx2n+1 )

se tiene que: R = lı́m
n→∞

|an|
|an+1|

= lı́m
n→∞

1
n
√
|an|

, si dichos ĺımites existen o son infinito, pues

lı́m
n→∞

|an+1||x|n+1

|an||x|n = |x| lı́m
n→∞

|an+1|
|an| < 1 [> 1]⇔|x|< lı́m

n→∞

|an|
|an+1|

[
|x|> lı́m

n→∞

|an|
|an+1|

] (muy parecido
con la ráız).

Ej.
∞

∑
n=0

nnxn . 1
n
√
|an|

= 1
n →

n→∞
0 = R : la serie sólo converge si x = 0 (y podemos tirarla a la basura).

Ej.
∞

∑
n=0

xn

n!
. R = lı́m

n→∞

(n+1)!
n! = ∞ (cociente, desde luego). Converge ∀x (a f (x) = ex como veremos).

Ej.
∞

∑
n=0

[−9]n

2n+1
x2n+1 . lı́m

n→∞

9n+1|x|2n+3

2n+3
2n+1

9n|x|2n+1 = 9|x|2 < 1⇔ |x|< 1
3 = R .

Si x =± 1
3 la serie que aparece en ambos casos ∑

[−1]n

2n+1
también converge (Leibniz).

[No pod́ıamos aplicar las fórmulas recuadradas y por eso usamos directamente el cociente].

Ej.
∞

∑
n=2

xn

logn . Necesitaŕıamos la regla de L’Hôpital (o admitir ĺımites ya citados basados en ella):

R = lı́m
n→∞

|an|
|an+1|

=
log(n+1)

logn
= 1 , porque lı́m

x→∞

log(x+1)
logx

= lı́m
x→∞

1/(x+1)
1/x

= lı́m
x→∞

1
1+1/x

= 1 .

Si x =−1 , ∑
(−1)n

logn converge por Leibniz ( 1
logn → 0 y decrece porque logn crece).

Si x = 1 , ∑
1

logn diverge, pues 1
logn > 1

n y ∑
1
n diverge. La serie converge si x ∈ [−1,1) .

[Sin L’Hôpital: converge si |x|< 1 , pues |x|n
logn < |x|n y ∑ |x|n geométrica convergente, y

si |x|> 1 , el término general no tiende a 0 (pues si |x|> 1 es logn� |x|n ) y diverge].

Propiedad esencial de las series de potencias es que se pueden derivar término a tér-
mino dentro de su intervalo de convergencia |x|<R (como si fuesen polinomios):

Teorema:

Sea R>0 (finito o infinito) y sea f (x) =
∞

∑
n=0

anxn para |x|<R . Entonces para |x|<R :

f es derivable,
∞

∑
n=1

nanxn−1 converge y f ′(x) =
∞

∑
n=1

nanxn−1 = a1 +2a2x+3a3x2 + · · ·

[La demostración no la hacemos porque utiliza propiedades no vistas de derivación
de series uniformemente convergentes (ver Spivak); en el caṕıtulo 5 veremos que
también las series de potencias se podrán integrar término a término en |x|< R ].

Aplicando el teorema sucesivamente a f ′ , f ′′ , ... obtenemos que para |x|< R :

f ′′(x)=
∞

∑
n=2

anxn−2 = 2a2 +6a3x+ · · · , . . . , f (k)(x)=
∞

∑
n=k

n(n−1) · · ·(n−k+1)nxn−k = k!ak + · · ·

Aśı, una f definida por una serie de potencias es C∞ en |x|<R y f (k)(0)=k!ak .

Ej. La derivada de f (x) =
∞

∑
n=0

xn

n!
es f ′(x) =

∞

∑
n=1

xn−1

(n−1)! = f (x) ∀x∈R [ya dijimos que era ex ].

Ej. f (x) =
∞

∑
n=1

xn

n2 = x+ x2

4 + x3

9 + x4

16 + · · · . Su radio de convergencia es R = lı́m
n→∞

(n+1)2

n2 = 1⇒

f ′(x) =
∞

∑
n=1

xn−1

n = 1+ x
2 + x2

3 + x3

4 + · · · , f ′′(x) =
∞

∑
n=2

n−1
n xn−2 = 1

2 + 2x
3 + 3x2

4 + · · · , si |x|< 1 .
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Como ∑
1
n2 y ∑

(−1)n

n2 convergen, la serie de la última f converge en los dos extremos
x = ±1 del intervalo de convergencia. Sin embargo las series de las derivadas tienen peor
comportamiento en esos puntos: la de f ′ converge en [−1,1) y la de f ′′ lo hace sólo en
(−1,1) . Pero las funciones definidas por series son ‘muy buenas’ en (−R,R) (acabamos
de ver que tienen infinitas derivadas ah́ı). El problema fundamental de estas funciones tan
buenas es que para hallar sus valores debemos sumar series (y por eso casi siempre nos
tendremos que conformar con valores aproximados).

Las series de potencias también se sumam, multiplican,... como si fuesen polinomios:

Teorema:

Sean f (x)=
∞

∑
n=0

anxn , |x|<R f y g(x)=
∞

∑
n=0

bnxn , |x|<Rg . Entonces si |x|<min(R f ,Rg) :

f (x)+g(x)=
∞

∑
n=0

[an+bn]xn , f (x)g(x) = a0b0 +(a0b1+a1b0)x+(a0b2+a1b1+a2b0)x2 + · · ·

[Lo de la suma es consecuencia de las propiedades de series numéricas; lo del producto
es más complicado y lo admitimos sin demostración; también se pueden realizar la
división f /g (si f /g tiene ĺımite en x = 0 ) y la ‘composición’ de series (veremos
ambas cosas en ejemplos)].

Ej. Hallemos de varias formas el desarrollo en serie de potencias de f (x) = 1
x2+2x−3 = 1

[x+3][x−1] .

Sabemos que:
1

x−1 =−[1+ x+ x2 + x3 + · · · ] =−
∞

∑
n=0

xn si |x|< 1 ,

1
x+3 = 1

3
1

1−[− x
3 ] = 1

3 [1− x
3 + x2

9 −
x3

27 + · · · ] = 1
3

∞

∑
n=0

[−x]n

3n si |x|< 3 .

⇒ f (x) = 1
x−1

1
x+3 =− 1

3

[
1+(1− 1

3 )x+(1− 1
3 + 1

9 )x2 +(1− 1
3 + 1

9 −
1

27 )x3 + · · ·
]

= − 1
3 −

2x
9 −

7x2

27 −
20x3

81 + · · · , si |x|< 1 = min(1,3)

Lo más rápido (descomponiendo en fracciones simples; usaremos esta idea en las integrales):
1

[x+3][x−1] = 1
4 [ 1

x−1 −
1

x+3 ] =− 1
4

∞

∑
n=0

xn− 1
12

∞

∑
n=0

[−1]nxn

3n =− 1
12

∞

∑
n=0

[
3+ [−1]nxn

3n

]
xn

Ahora ‘dividimos’: buscando una serie ∑cn tal que [c0 +c1x+c2x2 +c3x3 + · · · ][x2 +2x−3] = 1 .

Igualando las potencias de x0,x1,x2, . . . vamos obteniendo:

x0 :−3c0 = 1⇒ c0 =− 1
3 ; x1 : 2c0−3c1 = 0⇒ c1 = 2

3 c0 =− 2
9 ;

x2 : c0 +2c1−3c2 = 0⇒ c2 = 1
3 c0 + 2

3 c1 =− 1
9 −

4
27 =− 7

27 ; . . .

De una forma tampoco nada práctica (pero que sugiere cómo componer series):

f (x) = −1
3

1
1− 1

3 (2x+x2)
=− 1

3 [1+ 1
3 (2x+ x2)+ 1

9 (2x+ x2)2 + 1
27 (2x+ x2)3 + · · · ]

Y eligiendo (sin olvidar ningún término) los coeficientes de las sucesivas potencias:

f (x) =− 1
3

[
1+ 2

3 x+( 1
3 + 4

9 )x2 +( 4
9 + 8

27 )x3 + · · ·
]

[La teoŕıa para la serie más general ∑an(x−a)n , DIV ? CONV ? DIV
como dijimos, es la misma; el intervalo |x−a|< R
de convergencia está ahora centrado en a ]. a−R a a+R
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4.4. Polinomios y series de Taylor

¿Cómo hallar, sin calculadora,
√

e , log2 ó sen1 ? Las funciones más fáciles de evaluar
son los polinomios. Si encontramos un polinomio P que se parezca mucho a una función
f dada cerca de un punto a (y podemos estimar el error cometido al sustituir f por P ),
podremos hallar valores aproximados de f (x) para los x próximos a a .

1

ex

1–1

P

P  (recta 
 tangente)1

2

Ej. Sea f (x) = ex . El polinomio de grado 1 más parecido a f cerca
de x = 0 es la recta tangente: P1(x) = f (0)+ f ′(0)x = 1+ x .

Observemos que satisface: P1(0) = f (0) ; P′1(0) = f ′(0) .

Probablemente se parecerá más a ex el polinomio P2 de grado 2
que cumpla P2(0) = f (0) ; P′2(0) = f ′(0) ; P′′2 (0) = f ′′(0) , es decir,

P2(x) = f (0)+ f ′(0)x+ f ′′(0)
2 x2 = 1+ x+ 1

2 x2 .

En general, el polinomio de grado n que mejor aproximará a una función f cerca de
x = a será el que coincida con f y con sus n primeras derivadas en a . Se comprueba
fácilmente que:

Def. Si f tiene n derivadas en a , el polinomio, de grado ≤n ,

Pn,a(x) = f (a)+ f ′(a)[x−a]+ f ′′(a)
2! [x−a]2 + · · ·+ f (n)(a)

n! [x−a]n

cumple P(k)
n,a (a)= f (k)(a) , para k=0, ..,n . Al Pn,a se le llama po-

linomio de Taylor de f de grado n en a . Se llama Rn,a(x) ,
resto del polinomio de Taylor, al error cometido para cada x
al sustituir f (x) por Pn,a(x) , es decir, f (x) = Pn,a(x)+Rn,a(x) . a x

f(x)

P   (x)
R   (x)n,a

n,a

Es esperable que el Rn,a(x) sea pequeño si x es cercano a a y que disminuya al aumentar
n . La siguiente expresión del resto, a pesar de venir en función de un c desconocido, nos
va a permitir acotar este error en muchas ocasiones:

Teorema (forma de Lagrange del resto):

Si f , f ’, ... , f (n+1) están definidas en [a,x] ( ó en [x,a] ) entonces

Rn,a(x) = f (n+1)(c)
(n+1)! [x−a]n+1 para algún c ∈ (a,x) si x > a [ ó c ∈ (x,a) si x < a ]

[Otras expresiones del resto son útiles, pero se necesitan las integrales. Observemos que
si f es un polinomio de grado n se deduce Rn,a = 0 , es decir, que, como deb́ıa suceder,
el polinomio coincide con su polinomio de Taylor de grado n ].

Para cada t ∈ (a,x) tenemos que f (x) = f (t)+ f ′(t)[x−t]+ · · ·+ f (n)(t)
n! [x−t]n +Rn,t(x) .

Miremos el resto como función de t para x fijo: S(t)=Rn,t(x) . Derivando respecto a t :

0 = f ′(t)+(− f ′(t)+ f ′′(t)[x−t])+
(
− f ′′(t)[x−t]+ f ′′′(t)

2! [x−t]2
)

+ · · ·+
(
− f (n)(t)

(n−1)! [x−t]n−1 + f (n+1)(t)
n! [x−t]n

)
+S′(t) ⇒ S′(t) = f (n+1)(t)

n! [x− t]n

El TVM de Cauchy en [a,x] para S(t) y g(t) = [x− t]n+1 implica que ∃c ∈ (a,x) tal que
S(x)−S(a)
g(x)−g(a) = S′(c)

g′(c) = f (n+1)(c)
n!

[x−t]n
[x−t]n

1
n+1 = f (n+1)(c)

(n+1)!

Como S(x) = Rn,x(x) = 0 , S(a) = Rn,a(x) , g(x) = 0 , g(a) = [x−a]n+1 se tiene el resultado.

[Igual si x < a ].
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Normalmente hallaremos los polinomios para a = 0 . En ese caso no escribiremos las a
de los sub́ındices y las expresiones anteriores adoptan la forma (fórmula de McLaurin):

Si f , f ’, ... , f (n+1) existen en [0,x] [ó [x,0] ] entonces para algún c∈(0,x) [ó c∈(x,0) ]

f (x) = Pn(x)+Rn(x) = f (0)+ f ′(0)x+ f ′′(0)
2! x2 + · · ·+ f (n)(0)

n! xn+ f (n+1)(c)
(n+1)! xn+1

Hallando las derivadas se obtienen fácilmente los siguientes polinomios y restos:

ex = 1+ x+ x2

2! + x3

3! + · · ·+ xn

n! +Rn(x) con Rn(x) = ec

(n+1)! xn+1

senx = x− x3

3! + x5

5! −
x7

7! + · · ·+(−1)n x2n+1

(2n+1)! +R2n+1(x) con R2n+1(x) = (−1)n+1 cosc
(2n+3)! x2n+3

cosx = 1− x2

2! + x4

4! −
x6

6! + · · ·+(−1)n x2n

(2n)! +R2n(x) con R2n(x) = (−1)n+1 cosc
(2n+2)! x2n+2

[Para senx , como la derivada sen(2n+2)(0) = (−1)n+1 sen0 = 0 , es P2n+1 ≡ P2n+2 ; por
eso en su resto aparecen 2n+3 y no 2n+2 ; y algo muy parecido sucede con el cosx ].

Dado un x , hay en los tres casos cotas fáciles para el resto en términos de cosas conocidas:

para ex : si x > 0 , es |Rn(x)| ≤ ex|x|n+1

(n+1)! ; si x < 0 , es |Rn(x)| ≤ |x|n+1

(n+1)! ;

para senx , |R2n+1(x)| ≤ |x|2n+3

(2n+3)! ∀x ; para cosx , |R2n(x)| ≤ |x|2n+2

(2n+2)! ∀x .

Como vimos en 4.1, una sucesión de la forma |x|k/k!→0 ∀x cuando k → ∞ . Por tanto,
podemos aproximar para cualquier x el valor de ex , senx y cosx con la preci-
sión que queramos utilizando un polinomio de Taylor con n suficientemente
grande (aunque habrá que tomar un n mayor cuanto más lejano de 0 esté el x ).

El logx no está ni definido en x = 0 . Por eso lo que se desarrolla es el log(1+x) . Es
fácil ver que la derivada n-sima de esta función es [−1]n−1(n−1)!(1+x)−n y por tanto

log(1+ x) = x− x2

2 + x3

3 −
x4

4 + · · ·+[−1]n−1 xn

n +Rn(x) con Rn(x) = [−1]n
n+1

xn+1

(1+c)n+1

Se puede probar además (no con esta expresión del resto) que los polinomios del
log(1+x) sólo aproximan a la función si −1 < x≤ 1 .

Ej. Calculemos con error menor que 10−5 el sen1 .

|R2n+1(x)| ≤ |x|2n+3

(2n+3)! ⇒ |R2n+1(1)| ≤ 1
(2n+3)! < 1

10000 si 2n+3≥ 9⇒

sen1≈ 1− 1
6 + 1

120 −
1

5040 ≈ 0.84147 con error |R7(1)| ≤ 1
9! < 10−5

Ej. Si aproximamos sen2 con este mismo P7(x) el error será mayor:

sen2≈ 2− 8
6 + 32

120 −
128

5040 ≈ 0.9079 ; |R7(2)| ≤ 29

9! = 4
2835 ≈ 0.0014 .

(Estas cotas pronto serán más fáciles con las series de Taylor).

n n! 2n

2 2 4
3 6 8
4 24 16
5 120 32
6 720 64
7 5040 128
8 40320 256
9 362880 512
10 3628800 1024Ej. Hallemos ahora log 4

5 = log(1− 1
5 ) con error < 10−3 .

Como
∣∣Rn(− 1

5 )
∣∣ = 1

(n+1)5n+1(1+c)n+1 <
−1/5<c<0

1
(n+1)5n+1(4/5)n+1 = 1

(n+1)4n+1 < 1
1000 si n≥ 3 ,

debemos usar el polinomio de grado 3 : log 4
5 ≈−

1
4 −

1
50 −

1
375 ≈ –0.224 con error < 10−3 .

De otra forma (que evitará la acotación del resto en cuanto tengamos las series de Taylor):

log 4
5 =− log(1+ 1

4 )≈− 1
5 + 1

32 −
1

192 ≈ –0.223 , con
∣∣R3( 1

4 )
∣∣ = 1

4·44(1+c)4 <
0<c<1/4

1
45 < 1

1000 .
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Dada f con infinitas derivadas en 0 su serie de Taylor en x = 0 es:
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn .

Esta serie de potencias es un ‘polinomio de Taylor de infinitos términos’; su N-sima
suma parcial es PN(x) . Por tanto, es previsible que una f coincida con su serie de Taylor
(al menos cerca de 0 ).

Como f (x) =
N

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn +RN(x) , está claro que f (x)=
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn ⇔ RN(x) →
N→∞

0

f (x) coincide su serie de Taylor en los x para los que el resto tienda a 0 .

Vimos hace poco que el resto RN(x)→ 0 ∀x para ex , senx y cosx . Aśı pues:

ex =
∞

∑
n=0

xn

n!
, senx =

∞

∑
n=0

[−1]nx2n+1

(2n+1)!
, cosx =

∞

∑
n=0

[−1]nx2n

(2n)!
, ∀x∈R

[La serie derivada de la de ex es ella misma, derivando la de senx obtenemos la de cosx
y derivando la de ésta obtenemos la del seno cambiada de signo; observemos también que
sólo contiene potencias impares la serie del seno (debe cambiar de signo al cambiar x por
−x ) y pares la del coseno].

Operando con la serie de ex y la de e−x = 1− x+ 1
2 x2− 1

6 x3 + · · · obtenemos que:

shx = x+ x3

3! + x5

5! + · · ·=
∞

∑
n=0

x2n+1

(2n+1)!
, chx = 1+ x2

2! + x4

4! + · · ·=
∞

∑
n=0

x2n

(2n)!
, ∀x∈R

Sabemos que 1
1−x =

∞

∑
n=0

xn si |x|< 1 ⇒ 1
1+x =

∞

∑
n=0

[−x]n y 1
1+x2 =

∞

∑
n=0

[−1]nx2n si |x|< 1 .

Por tanto: log(1+x) =
∞

∑
n=0

[−1]n

n+1
xn+1 , arctanx =

∞

∑
n=0

[−1]n

2n+1
x2n+1 para |x|< 1

pues las derivadas de las series son las de arriba y en x = 0 se anulan funciones y series.
[La serie de log(1+x) converge también en x=1 y la de arctanx en x=±1 (ambas tienen
R = 1 ) lo que no hacen las series derivadas; se puede ver que convergen (lentamente) hacia
log2 y ±arctan1 :

log2 = 1− 1
2 + 1

3 −
1
5 + · · · , π

4 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 + · · ·

Parece normal que la serie del log(1+x) o la de 1/(1+x) sólo converjan para |x|< 1 pues
en x = −1 las funciones se van a infinito, pero es sorprendente que lo hagan sólo en ese
intervalo las series de 1/(1+x2) o de arctanx ya que son funciones derivables en todo R.
La explicación se tendrá cuando se miren esas series en el plano complejo].

Otra serie muy útil es la de f (x) = (1+x)r , r∈R ( xr no es desarrollable en 0 ):

(1+x)r =
∞

∑
n=0

(
r
n

)
xn , con

(
r
n

)
= r(r−1)···(r−n+1)

n! , si |x|<1 (generaliza el
binomio de Newton)[

en particular se tiene:
√

1+x = 1+ x
2 −

x2

8 + · · · , 1√
1+x

= 1− x
2 + 3x2

8 + · · · , . . .
]

Como: f ′(x) = r(1+x)r−1 , f ′′(x) = r(r−1)(1+x)r−2 , . . . ,
f (n)(x) = r(r−1) · · ·(r−n+1)(1+x)r−n , . . .

la serie de Taylor es la de arriba, y se puede ver que RN → 0 si 0<x<1 con la expresión
de Lagrange (y con otras expresiones del resto que no hemos visto se ve que también lo
hace si −1<x<0 ).
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De las series de Taylor anteriores podemos deducir much́ısimas otras, sin más
que sustituir a veces y utilizando otras las operaciones conocidas con series de potencias
(muchas veces no podremos dar la expresión del término general de la serie):

Ej. Para escribir el desarrollo de sen(3x2) basta cambiar x por (3x2) en el de senx :

sen(3x2) = 3x2− 9
2 x6 + · · ·+(−1)n 32n+1

(2n+1)! x4n+2 + · · ·

Ej. ex2
senx =

[
1+ x2 + 1

2 x4 + · · ·
][

x− 1
6 x3 + 1

120 x5 + · · ·
]
= x+ 5

6 x3 + 41
120 x5 + · · · , ∀x .

Ej. cos
√

x = 1− x
2 + 1

24 x2−·· · , si x≥ 0 . [Esta serie representa la función ch
√
−x para x≤ 0 ].

Ej. Para el desarrollo de tanx no conviene utilizar la definición pues las derivadas se complican:
f (x) = tanx , f ′(x) = 1+ tan2 x , f ′′(x) = 2tanx+ tan3 x , . . .

Es mejor hacer el cociente de las dos series conocidas (tendrá sólo potencias impares):

senx
cosx = c1x+ c3x3 + · · · ;

[
c1x+ c3x3 + c5x5 + · · ·

][
1− 1

2 x2 + 1
24 x4 + · · ·

]
= x− x3

6 + x5

120 + · · ·

⇒ x1 : c1 = 1 ; x3 : c3− c1
2 =− 1

6 → c3 = 1
3 ; x5 : c5− c3

2 + c1
24 = 1

120 → c5 = 2
15 ; . . .

Ej. En este ejemplo vamos a hacer nuestra primera ‘composición’ de series:
1

1+senx = 1− senx+ sen2x− sen3x+ sen4x+ · · ·
= 1− [x− 1

6 x3 + · · · ]+ [x− 1
6 x3 + · · · ]2− [x−·· · ]3 +[x−·· · ]4 + · · ·

= 1− [x− 1
6 x3 + · · · ]+ [x2− 1

3 x4 + · · · ]− [x3−·· · ]+ [x4−·· · ]+ · · ·

= 1− x+ x2− 5
6 x3 + 2

3 x4 + · · ·

[calcular el cuadrado, cubo,... de una serie es más corto que multiplicarla por śı misma
una vez, dos veces,. . . si se utiliza que (a+b+ c+ · · ·)2 = a2+b2+c2+2ab+2ac+2bc+ · · · ,
(a+b+ c+ · · ·)3 = a3 +b3 + c3 +3a2b+3ab2 +3a2c+3ac2 +3b2c+3bc2 + · · · , . . . ]

De cualquier serie de Taylor podemos deducir, truncando la serie, la expre-
sión del polinomio de Taylor (pero sin expresión manejable del resto) por el siguiente
Teorema:

f (x) = P(x)+ xng(x) con g(x) →
x→0

0 ⇒ P(x) es el Pn de Taylor de grado n de f .

[es fácil comprobar que coinciden tanto f y P como sus n primeras derivadas en x=0 ]

Ej. El del polinomio de Taylor de arctanx es: P2n+1(x) = x− 1
3 x3 + · · ·+ (−1)n

2n+1 x2n+1

pues el resto de la serie es de la forma x2n+1g(x) , con g(x) →
x→0

0 .

Los desarrollos en serie de Taylor permiten bastantes veces calcular valores
aproximados dando fácilmente cota del error (si aparece una serie de Leibniz; en
caso contrario habrá que acudir a la expresión del resto de Lagrange).

Ej. Calculemos 5
√

3
2 con error menor que 10−2 . Para |x|< 1 sabemos que es:

(1+ x)1/5 = 1+ 1
5 x+ (1/5)(−4/5)

2 x2 + (1/5)(−4/5)(−9/5)
6 x3 + · · ·= 1+ x

5 −
2x2

25 + 6x3

125 −·· ·

Por tanto: (1+ 1
2 )1/5 = 1+ 1

10 −
1

50 + 3
500 −·· · , serie alternada y decreciente.

Aśı pues, es 5
√

3
2 ≈

27
25 = 1.08 , con error < 3

500 < 10−2 .

[Calcular 5
√

1
2 = (1− 1

2 )1/5 nos costaŕıa bastante más esfuerzo, por salir serie no alternada].
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Aunque una f sea de C∞ en todo R y su serie de Taylor converja ∀x la función
puede no coincidir con la serie:

f (x) = e−1/x2
, f (0) = 0 .

Veremos en la próxima sección que esta f cumple f (n)(0) = 0 ∀n ; aśı su serie de Taylor
es ∑0 ·xn = 0 , convergente ∀x ; pero, evidentemente, no coincide con f salvo en x = 0 .

Def.
f es anaĺıtica en x = 0 si se puede escribir como una serie de potencias
en todo un entorno |x|< r , r > 0 .

(deberá, al menos, tener infinitas derivadas en x=0 ). Hemos visto que senx , cosx ,
ex , log(1+x) , arctanx , (1+x)r son anaĺıticas en x=0 (coinciden las tres primeras
con una serie en todo R , y el resto en |x|<1 ). La f de arriba es un ejemplo de
función no anaĺıtica en 0 a pesar de tener infinitas derivadas en el punto.

[Más en general, la serie de Taylor de una f en un punto a es
∞

∑
n=0

f (n)(a)
n!

(x−a)n ;

haciendo x−a = s , se traslada el problema a una serie de Taylor en torno a s = 0 .

Una f es anaĺıtica en x = a si es igual a una serie de potencias en |x−a|< r ;
ex lo es, por ejemplo, en cualquier a ;

√
x no lo es en x = 0 (pero śı en x = 1 ). . . ].

[Acabamos con un tema más adecuado a una asignatura de cálculo numérico, pero que conviene
contar aqúı para comparar con los polinomios de Taylor. Se usará aproximando integrales].

Polinomios de interpolación.

El polinomio de Taylor Pn es sólo una de las formas de aproximar una f con polinomios. El
Pn es, como vimos, el que mejor aproxima a f cerca de un punto. Pero muchas veces interesa
encontrar un polinomio Qn que aproxime a f en todo un intervalo. Una de las posibilidades
de hacerlo es conseguir un Qn que tome los mismos valores que f en unos cuantos puntos del
intervalo. A éste polinomio se llama polinomio de interpolación. Otra situación en que es útil
el polinomio de interpolación es cuando sólo disponemos de unos cuantos valores de la f (por
ejemplo, esto sucederá si la f es resultado de unas cuantas medidas experimentales). Es decir:

0 1

nQ

f

2xx x

Def.
Dada una función f (x) se llama polinomio de interpolación de
grado n para los n+1 puntos distintos x0, ...,xn al polinomio
Qn que satisface Qn(x0) = f (x0) , . . . , Qn(xn) = f (xn)

Un Qn arbitrario tiene n + 1 coeficientes a0, ...,an . Se podŕıan de-
terminar con las n + 1 ecuaciones lineales Qn(xk) = f (xk) , k = 0...n ,
pero veremos formas mucho más cortas de calcular el Qn . Es fácil ver
que Qn es único: si hubiese otro Q∗n , la diferencia Qn−Q∗n seŕıa un
polinomio de grado ≤ n con n+1 ráıces distintas, lo que es imposible.

Hay varias formas de construir el Qn . Veamos la fórmula de Newton. Ponemos Qn en la
forma:

Qn(x) = A0 +A1(x− x0)+A2(x− x0)(x− x1)+ · · ·+An(x− x0) · · ·(x− xn−1)

Sustituyendo ahora sucesivamente x = x0 , x = x1 ,..., x = xn , obtenemos el sencillo sistema
A0 = f (x0)
A0 +A1(x1− x0) = f (x1)
· · ·
A0 +A1(xn− x0)+ · · ·+An(xn− x0) · · ·(xn− xn−1) = f (xn)

que permite ir calculando los Ak de forma sucesiva y, por tanto, el polinomio de interpolación.
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En el caso particular (y muy común) de que los
xk sean equidistantes (es decir, xk+1 = xk +h )
el sistema adopta la forma más simple:

h h h h

0x 2x1x =x +h0

A0 = f (x0) , A0 +hA1 = f (x1) , A0 +2hA1 +2!h2A2 = f (x2) , ...,

A0 +nhA1 + · · ·+ n!
(n−k)! hkAk + · · ·+n!hnAn = f (xn)→

A0 = f (x0)

A1 = 1
h [ f (x1)− f (x0)]

A2 = 1
2!h2 [ f (x2)−2 f (x1)+ f (x0)]

A3 = 1
3!h3 [ f (x3)−3 f (x2)+3 f (x1)− f (x0)]

· · ·

Otra expresión del Qn la da la fórmula de Lagrange. Llamemos

πk(x) = (x− x0) · · ·(x− xk−1)(x− xk+1) · · ·(x− xn)

Observemos que el polinomio [de grado n ] πk(x)
πk(xk)

vale 1 si x = xk y vale 0 si x = x j , con j 6= k .

Por tanto: Qn(x) = f (x0)
π0(x)
π0(x0)

+...+ f (xk)
πk(x)
πk(xk)

+...+ f (xn)
πn(x)
πn(xn)

[parece más cómodo usar directamente esta fórmula y no resolver un sistema, pero su inconve-
niente principal es que si queremos añadir un nuevo punto hay que volver a calcular todos los
πk , lo que no suced́ıa con Newton]

Como en los polinomios de Taylor, aqúı también se puede dar una estimación del error cometido
al sustituir la f por su polinomio de interpolación Qn . Admitimos sin demostración que si
f ∈Cn+1[x0,xn] se tiene que:

f (x)−Qn(x) = 1
(n+1)! (x− x0)(x− x1) · · ·(x− xn) f (n+1)(c) con c ∈ (x0,xn)

Ej. Hallemos el Q2 que toma los mismos valores que f (x)=senx en 0 , π

2 y π .

Sabemos que f (x0) = 0 , f (x1) = 1 , f (x2) = 0 . Calculando los Ak [h = π

2 ] tenemos:

A0 = 0 , A1 = 2
π
[1−0] , A2 = 2

π2 [0−2+0]→Q2(x) = 0+ 2
π
(x−0)− 4

π2 (x−0)(x−
π

2) = 4
π2 x(π−x)

A lo mismo llegamos con: Q2(x) = 0 (x−π/2)(x−π)
(0−π/2)(0−π) +1 (x−0)(x−π)

(π/2−0)(π/2−π) +0 (x−0)(x−π/2)
(π−0)(π−π/2)

Utilicemos este polinomio para aproximar sen1 y sen2 :

Q2(1)≈ 0.86795 , Q2(2)≈ 0.92534 . Los errores cometidos están acotados por

|E(1)| ≤ 1
24 |1−0||1−π/2||1−π| ≈ 0.05 , |E(2)| ≤ 1

24 |2−0||2−π/2||2−π| ≈ 0.04 .

Las aproximaciones son peores que las que vimos con el P7 de Taylor.
Pero son mejores en 2 que las obtenidas con el de orden 5 (P5(2) =0.9333, sen2 =0.9093).
Siguen siendo peores en 1, más cercano a 0 (P5(1) =0.8417, sen1 =0.8415).
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4.5. Cálculo de ĺımites indeterminados

O sea, del tipo ∞−∞ , 0 ·∞ , 0
0 , ∞

∞
, 1∞ , 00 , ∞0 (los otros ya sabemos hace tiempo).

Utilizando desarrollos de Taylor (en principio, para x tendiendo hacia a finito):

Introducimos una notación para abreviar: sea g(x) 6=0 para x 6=a en un entorno de a .

Def. Diremos que f (x)=o(g(x)) cuando x→ a si lı́m
x→a

f (x)
g(x)

= 0 Se lee simplemente:
f es ‘o pequeña’ de g .

Con esta notación podemos expresar los desarrollos de Taylor escribiendo sólo aquello que
se va a utilizar para calcular ĺımites (la función es el polinomio mas ‘algo despreciable’):

Si f es de Cn+1 en un entorno de a entonces f (x) = Pn,a(x)+o([x−a]n)

(pues entonces | f (n+1)(c)| ≤ K para c ∈ [a,x]⇒
∣∣∣ Rn,a(x)
(x−a)n

∣∣∣≤ K|x−a|
(n+1)! → 0 si x→ a )

Ej. lı́m
x→0

senx
x

= lı́m
x→0

x+o(x)
x

= 1 ,

pues o(x) es precisamente algo que dividido por x tiende a 0 si x→ 0 .

Ej. lı́m
x→0

x− senx
x3 = lı́m

x→0

x− [x− 1
6 x3 +o(x3)]
x3 =

1
6

.

Aqúı no basta el P1(x)
(
no se sabe hacia que tiende o(x)

x3

)
.

[Es habitual (aunque impreciso) escribir unos puntos suspensivos en lugar de utilizar la
“o”; si lo hacemos, tengamos en cuenta que esos puntos deben representar las potencias
de x estrictamente mayores que las escritas; no escribir ni siquiera los puntos suele con-
ducir a errores, como sustituir simplemente en el último ĺımite senx por x (infinitésimo
equivalente que dicen algunos) lo que nos puede llevar a decir que

lı́m
x→0

x− senx
x3 = lı́m

x→0

x− x
x3 = lı́m

x→0

0
x3 = 0 !!!].

Ej. lı́m
x→0

x− tanx
x− senx

= lı́m
x→0

x− [x+ 1
3 x3 +o(x3)]

x− [x− 1
6 x3 +o(x3)]

= lı́m
x→0

− 1
3 + o(x3)

x3

1
6 + o(x3)

x3

=−2 .

Sin conocer el desarrollo de tanx (lo hallamos como cociente) podŕıamos utilizar otros:

lı́m
x→0

xcosx− senx
x− senx

1
cosx

= lı́m
x→0

x− 1
2 x3 +o(x3)− x+ 1

6 x3 +o(x3)

x− x+ 1
6 x3 +o(x3)

lı́m
x→0

1
cosx

=−2 .

Ej. lı́m
x→0

chx−
√

1+ x2

shx4 = lı́m
x→0

1+ 1
2 x2 + 1

24 x4 +o(x4)− [1+ 1
2 x2− 1

8 x4 +o(x4)]
x4 +o(x4)

= lı́m
x→0

1
6 + o(x4)

x4

1+ o(x4)
x4

=
1
6

.

Hemos desarrollado hasta que ha quedado un término que no se anulaba en el numerador.
También hemos agrupado en o(x4) todos los términos que no influyen en el valor del ĺımite.

Las indeterminaciones anteriores eran 0
0 . Muchas de otro tipo se pueden llevar a ella:

Ej. (1∞) lı́m
x→0

(1+ x)1/x = lı́m
x→0

elog(1+x)/x = e , ya que lı́m
x→0

log(1+ x)
x

= lı́m
x→0

x+o(x)
x

= 1 .

Ej. (∞−∞) lı́m
x→0

[
2+arctanx
log(1+2x)

− cos2x
x

]
= lı́m

x→0

[
2+ x+o(x)

2x−2x2+o(x2)
− 1−2x2+o(x2)

x

]
= lı́m

x→0

x2+2x2+o(x2)
2x2 +o(x2)

=
3
2
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Hemos agrupado en o(x2) los términos que no influyen y utilizado unas cuantas propiedades
de la “o” de demostración trivial (y muy intuitivas, si pensamos que o(xn) son las potencias
de x mayores que n ):

xm = o(xn) si m > n , f (x) = o(xm)⇒ f (x) = o(xn) si m > n ,

xmo(xn) = o(xm+n) , o(xm)o(xn) = o(xm+n)

Discutamos el uso la regla de L’Hôpital (demostrada en 3.2) y comparemos con Taylor:

Si f (x),g(x)→
x→a

0 (ó →
x→a
±∞ ) y existe el lı́m

x→a

f ′(x)
g′(x)

, entonces lı́m
x→a

f (x)
g(x)

= lı́m
x→a

f ′(x)
g′(x)

.

La regla sigue siendo válida cambiando el a del enunciado por a+, a−, +∞ ó −∞ .

No dice L’Hôpital que si f ′
g′ no tiene ĺımite (finito o infinito), tampoco lo tenga f

g :

Ej. lı́m
x→∞

x
2x+ cosx

=
∞

∞
; lı́m

x→∞

1
2− senx

no tiene ĺımite, pero es claro que lı́m
x→∞

1
2+ cosx

x
=

1
2

.

Muchas veces hay que iterar L’Hôpital. Es importante simplificar lo más posible en cada paso:

Ej. ( 0
0 ) lı́m

x→0

x− tanx
x− senx

= lı́m
x→0

cos2 x−1
(1− cosx)cos2 x

=− lı́m
x→0

1+ cosx
cos2 x

=−2 (ya calculado por Taylor).

(sin simplificar hubiéramos tenido que volver a usar L’Hôpital pues la indeterminación segúıa;
pero no nos lancemos a derivar sin comprobar que sigue el 0

0 ó ∞

∞
, pues podŕıamos hacer

burradas como:

lı́m
x→0

1+ cosx
cos2 x

= !!! = lı́m
x→0

−senx
−2cosxsenx

= lı́m
x→0

1
2cosx

=
1
2

).

Para calcular un ĺımite indeterminado, si conocemos los desarrollos de las funciones que
aparecen en la expresión, suele ser preferible acudir a Taylor.

Ej. Los ĺımites de la página anterior se complican por L’Hôpital. Aśı para el ∞−∞ :

lı́m
x→0

cos2x log(1+2x)−2x−xarctanx
log(1+2x)

L’H= lı́m
x→0

−2sen2x log(1+2x)+ 2cos2x
1+2x −2−arctanx− x

1+x2

log(1+2x)+ 2x
1+2x

= 0
0

y hay que volver a aplicar l’Hôpital para deshacer esta indeterminación y llegar al resultado.
Más pasos habŕıa que dar todav́ıa en el ejemplo del ch y sh : según muestra Taylor debe-
ŕıamos derivar 4 veces (salvo que descubramos alguna simplificación intermedia) para llegar
a un ĺımite no indenterminado.

L’Hôpital se puede aplicar en situaciones en que Taylor no es posible (si x→±∞ , si no
conocemos los polinomios,...). Esto ocurre, por ejemplo, calculando estos ĺımites importantes:

Si a > 0 , b > 0 : lı́m
x→0+

[xa logx] = 0 , lı́m
x→∞

(logx)b

xa = 0 , lı́m
x→∞

xb

eax = 0 .

Para el primero
(

0 · [−∞]
)

logx no admite desarrollo de Taylor en 0 . En los otros ( ∞

∞
) ,

para x gordo ni logx , ni eax se parecen a ningún polinomio. Aśı que L’Hôpital en los
tres casos:

lı́m
x→0+

logx
x−a = ( −∞

∞
) = lı́m

x→0+

1/x
−ax−a−1 =

1
−ax−a = 0 .

logx
xa

L’H→ 1/x
axa−1 → 0⇒ (logx)b

xa =
[

logx
xa/b

]b
→ 0 , x

eax
L’H→ 1

aeax → 0⇒ xb

eax =
[

x
eax/b

]b
→ 0 .

[En otras palabras (logx)b = o(xa) , xb = o(eax) si x→ ∞ , por gordo que sea b y chico que sea a ].
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Ej. (0 ·∞) lı́m
x→0+

[x log(ex−1)] = lı́m
x→0+

log(ex−1)
1/x

∞/∞
= lı́m

x→0+

ex/(ex−1)
−1/x2 =−1 · lı́m

x→0+

x2

ex−1
0/0
= − lı́m

x→0+

2x
ex = 0 .

El primer paso exiǵıa L’Hôpital, pero en el segundo śı hubiera valido Taylor: x2

x+o(x) → 0 .

Ej. ( ∞

∞
) lı́m

x→∞

ex− arctanx
log(1+x4)

= lı́m
x→∞

ex

log(1+x4)
−0 L’H= lı́m

x→∞

ex

4x3/(1+x4)
= “ ∞

0+ = ∞ ”.

Aplicamos L’Hôpital pues ni ex ∼ 1 + x , ni log(1+x4) ∼ x4 si x gordo. Sin apartar
primero el arctanx hubiéramos tardado casi lo mismo. Era esperable que la ex ’pudiese’
con el logaritmo, pero lo hemos calculado porque exactamente no estaba escrito eso entre
los ĺımites importantes.

Como dijimos en 2.3, para calcular ĺımites, a veces es conveniente realizar cambios de
variable. Ya citamos los cambios de este tipo:

Teorema:
[ t = g(x) ] g continua en a , g(x) 6=g(a) si x 6=a y lı́m

t→g(a)
f (t) = L ⇒ lı́m

x→a
f (g(x)) = L

Otros que se utilizan muchas veces (si aparecen expresiones que dependen de 1/x ) son:

Teorema:
[ t = 1

x ]
lı́m
x→∞

f (1
x ) = lı́m

t→0+
f (t) , lı́m

x→0+
f (1

x ) = lı́m
t→∞

f (t) . [Análogos con 0− y −∞ ].

[basta escribir las definiciones de los ĺımites para comprobarlo]

Ej. Con el segundo teorema: (∞ ·0) lı́m
x→∞

x2 sen 1
x = lı́m

t→0+

sen t
t2 = 1 · lı́m

t→0+

1
t

= ∞ .

Ej. Más complicado: (∞ ·0) lı́m
x→∞

x2
(
1− e−3/x2)

= lı́m
t→0+

1− e−3t2

t2 = lı́m
t→0+

3t2 +o(t2)
t2 = 3 .

Ej. ( 00 ) lı́m
x→0+

xx = lı́m
x→0+

ex logx = 1 ; ( ∞0 ) lı́m
x→∞

x1/x = lı́m
x→∞

elogx/x = 1

(sabemos que el exponente tiende a 0 en ambos casos). O jugando con el segundo cambio:

lı́m
x→∞

x1/x = lı́m
t→0+

( 1
t )

t = 1 , pues lı́m
t→0+

tt = 1 (el segundo se reduce al primero).

Ej. lı́m
x→0

√
1+2x3− ex3

x6 ( 0
0 ) . Taylor:

1+x3− 1
2 x6+· · ·− [1+x3+ 1

2 x6+· · · ]
x6 →

t→0
−1 .

L’Hôpital exige simplificar:

3x2[1+2x3]−1/2−3x2ex3

6x5 =
[1+2x3]−1/2− ex3

2x3 → −3x2[1+2x3]−3/2−3x2ex3

6x2 =
−[1+2x3]−3/2− ex3

2
→−1 .

Aunque todo seŕıa más corto (L’Hôpital, desde luego) si hiciésemos el cambio t = x3 .

Ej. Hallemos ahora, si existen, varios ĺımites para la función f (x) = log(1+ x)− x
senx− x

:

lı́m
x→0

f (x) = ( 0
0 ) = lı́m

x→0

x− x2

2 + x3

3 +o(x3)− x

x− x3

6 +o(x3)− x
= lı́m

x→0

− 1
2x + 1

3 + o(x3)
x3

− 1
6 + o(x3)

x3

=±∞ si x→ 0±

[o L’Hôpital: lı́m
x→0

f (x) = lı́m
x→0

1
1+x −1

cosx−1
0/0
= lı́m

x→0

−1/[1+ x]2

−senx
=±∞ si x→ 0± ]

lı́m
x→∞

f (x)= ( −∞

−∞
, x manda) = lı́m

x→∞

log(1+x)/x−1
senx/x−1

=
0+1
0+1

= 1 , pues log(1+x)
x

→ 0 (casi conocido;
o L’Hôpital).

[No se pod́ıa aplicar Taylor (lejos de x = 0 ), ni directamente L’H: lı́m
x→∞

1/[1+x]−1
cosx−1 no existe].

lı́m
x→−1+

f (x) = “ −∞+1
−sen1+1 =−∞” ( 1− sen1 > 0 ), ĺımite fácil que sab́ıamos calcular hace tiempo.
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Ej. Hallemos para todo valor de a los siguientes ĺımites:

lı́m
x→∞

xa
[
1− cos 1

x

]
= lı́m

t→0+

1− cos t
ta = lı́m

t→0+

t2/2+o(t2)
ta =


0 si a < 2
1/2 si a = 2
∞ si a > 2

lı́m
x→0

e−x2 − cosax
x4 = lı́m

x→0

[a2/2−1]x2 +[1/2−a4/24]x4 +o(x4)
x4 =


−∞ si a <

√
2

1/3 si a =
√

2
∞ si a >

√
2

[En ambos casos, por L’Hôpital seŕıa más largo, habŕıa que discutir varias veces si el
ĺımite es o no de la forma 0/0 y seŕıa mucho más fácil equivocarnos en algún paso].

Con lo aprendido sobre Taylor y ĺımites indeterminados podemos abordar diferentes
problemas de secciones anteriores para los que nos faltaban argumentos. Por ejemplo, nos
aparecieron ĺımites indeterminados en la definición de derivada. Aunque los teoremas
de derivación permiten calcular casi todas, quedaban aún algunas que no sab́ıamos hacer.
Ahora ya podemos con Taylor y L’Hôpital:

Ej. Estudiemos si son derivables en x = 0 las siguientes funciones:

n(x) = arctan 1
x2 , con n(0) = π

2 . Haciendo uso del último teorema de 3.2 vimos que n′(0) = 0 .

Ahora directamente: n′(0) = lı́m
h→0

arctan( 1
h2 )− π

2
h

= lı́m
t→∞

arctan(t2)− π

2
1/t

= lı́m
t→∞

2t/[1+ t4]
−1/t2 = 0 .

l(x) = log(1+x)
x , l(0) = 1 . Como l(x) = x+o(x)

x →
x→0

1 , la función l es al menos continua en x = 0 .

Aunque no va a ser lo más rápido, acudamos a la definición para ver si existe l′(0) :

l′(0) = lı́m
h→0

log(1+h)/h−1
h = lı́m

h→0

log(1+h)−h
h2 = lı́m

h→0

−h2/2+o(h2)
h2 =−1

2

¿Existirá también l′′(0) ? Siguiendo con la definición, necesitamos antes hallar l′(x) para x 6=0 :

l′(x) = x−(1+x) log(1+x)
(1+x)x2 → l′′(0) = lı́m

h→0

2h+(1+h)h2−2(1+h) log(1+h)
2(1+h)h3 = · · ·= lı́m

h→0

4h3/3+o(h3)
2h3+2h4 = 2

3

Pero las cosas son mucho más fáciles gracias a Taylor. Nuestra l es exactamente:

l(x) = x−x2/2+x3/3−x4/4+···
x = 1− x

2 + x2

3 −
x3

4 + · · · para todo |x|< 1 .

Como está definida por una serie de potencias (o sea, es anaĺıtica) es C∞ y sabemos que:

l(0) = 1 , l′(0) = −1
2 , l′′(0)

2 = 1
3 ⇒ l′′(0) = 2

3 , ...

También serán muy útiles los temas de este caṕıtulo en el dibujo de gráficas:

Ej. f (x) = e−1/x2
, f (0) = 0 . Comprobemos primero, como aseguramos en 4.4, que f (n)(0) = 0 ∀n .

Para x 6= 0 es: f ′(x) = 2
x3 e−1/x2

, f ′′(x) = [ 4
x6 − 6

x4 ]e−1/x2
, f ′′′(x) = [ 8

x9 − 36
x7 + 24

x5 ]e−1/x2
, ...

Entonces: f ′(0) = lı́m
h→0

e−1/h2

h , f ′(0) = lı́m
t→∞

te−t2
= 0 , f ′′(0) = lı́m

h→0

2e−1/h2

h4 = lı́m
t→∞

2t4e−t2
= 0 , ...

[pues et2
es aún mucho mayor que et ( et/et2

= et−t2 →
t→∞

e−∞ = 0 ) y sabemos que tne−t → 0
t→∞

]

Para cualquier n , tras hacer h = 1
t , acabaremos en: f (n)(0) = lı́m

t→∞
(polinomio) ·e−t2

= 0 .

Para hacer el dibujo observamos que: f es par.
f crece para x > 0 y decrece si x < 0.

Hay puntos de inflexión si x =±
√

2
3 .

f → e0 = 1 cuando x→±∞ .

http://alqua.org/libredoc/CAL1 73

http://alqua.org/libredoc/CAL1


4. Series, Taylor y ĺımites indeterminados

Ej. p(x) = cos2xetanx , π-periódica. Continua si x 6= π

2 + kπ .

p′(x) = [1− sen2 x] etanx ≥ 0 ( kπ inflexión horizontal).

p →
x→π/2+

0 ·0 = 0 , p′ →
x→π/2+

1 ·0 = 0 , p →
x→π/2−

0 ·∞:

L’Hôpital: etanx

1+tan2 x →
∞/∞

etanx

2tanx →
∞/∞

etanx

2 →
x→π/2−

∞

[o bien, lı́m
x→π/2−

etanx

1+tan2 x =
t=tanx

lı́m
t→∞

et

1+t2 = ∞ ] !

1

– ! !/2

p

31–1 2

g

1 2
3

PEj. g(x) = x2e1/xe−x . g(x)≥ 0 ∀x .

Aśıntotas: si x→ 0− , g→ 0 ·0 ·1 = 0 ;

si x→−∞ , g→ ∞ ·1 ·∞ = ∞ ;

si x→ 0+ , g→ 0 ·∞ ·1 indeterminado:
lı́m

x→0+
g = 1 · lı́m

t→∞
t−2et = ∞ ;

si x→ ∞ , g→ ∞ ·1 ·0 indeterminado:
lı́m
x→∞

g = 1 · lı́m
x→∞

x2e−x = 0 .

g′(x) =−[x−1]2e1/xe−x siempre decreciente
(x = 1 punto de inflexión con tangente horizontal);

g′(x)→ 0 si x→ 0−; g′(x)→−∞ si x→ 0+.

g′′(x) = 1
x2 [x−1][x3−3x2 + x−1]e1/xe−x

Analizamos el número de ráıces de P(x) = x3−3x2 + x−1 :
+−+− (3 ó 1 positivas)
−−−− (sin ráıces negativas)

P′(x) = 3x2−6x+1 = 0 si x = 1±
√

2√
3

, P
(

1−
√

2√
3

)
=−2+ 4

3

√
2√
3

< 0

⇒ sólo 1 cero real de P [en (2,3)] ⇒ 2 puntos de inflexión de g

Los únicos valores sencillos: g(−1) = g(1) = 1 , g′(−1) =−4 .

Ej. h(x) = x log(1+ 4
x2 ) . Impar. lı́m

x→0
h = lı́m

x→0

log [1+4/x2]
1/x = (L’H) = lı́m

x→0
8x

x2+4 = 0 .

lı́m
x→∞

h = (L’H) = lı́m
x→∞

8x
x2 +4

= 0 [o bien (x = 1/t) lı́m
t→∞

log [1+4t2]
t

= lı́m
t→∞

[4t + o(t2)
t ] = 0 ;

o (informal) h ∼
x gordo

x 4
x2 = 4

x2 , pues log(1+•)∼ • si • chico].

h′(x) = log(1+ 4
x2 )− 8

x2+4 ; h′(x)→ ∞

x→0+
.

h′(1) = log5− 8
5 ≈ 0.01 , h′(2) = log5−1≈−0.3

→ existe un único máximo
(en un x algo mayor que 1)

h′′(x) = 8[x2−4]
x[x2+4]2

h es ∪ en (−2,0)∪ (2,∞)
h es ∩ en (−∞,2)∪ (0,2)

h(1) = log5≈ 1.61 , h(2) = 2log2≈ 1.4 .

1 2
–1–2

1.4
1.6
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4.5. Cálculo de ĺımites indeterminados

k

thx
3x

r

1 2

2.9

1.2

Ej. k(x) = shx
x1/3 . Par. k→ ∞ si x→ ∞.

k(x) = x2/3 +o(x2/3)⇒ continua en x = 0 si k(0) = 0

(y no derivable; o directamente k′(0+) = lı́m
h→0+

shh
h4/3 = ∞).

k(±1) = 1
2 [e− e−1]≈ 1.2 , k(±2) = 2−4/3[e2− e−2]≈ 2.9

k′(x) = x−1/3 chx− 1
2 x−4/3 shx = 0⇔ thx = 3x (nunca)

k′′(x) = [9x2+4]shx
9x7/3 − 2chx

3x4/3 = 0⇔ thx = 6x
9x2+4 ≡ r(x)

Vemos si se cortan las gráficas de r y th [ impares ]:
r′(0) = 3

2 , r( 1
3 ) = 0.4 , r( 2

3 ) = 0.5 (máximo de r ), r → 0
x→∞

,

th′ (0) = 1 , th( 1
3 )≈ 0.32 , th( 2

3 )≈ 0.58 , th→ 1
x→∞

⇒ hay un punto de inflexión para un x ∈ ( 1
3 , 2

3 ) .

Por último, con las técnicas para resolver indeterminaciones de esta sección ya sabemos
calcular muchos más ĺımites de sucesiones (y deducir convergencias de series), gracias
a los teoremas que los relacionan con los de funciones. Recordamos que:

lı́m
x→a

f (x) = L⇔ toda sucesión {an}⊂dom f−{a} con {an}→ a satisface que f (an)→ L

lı́m
x→∞

f (x) = L⇔ toda sucesión {an} ⊂dom f con {an}→ ∞ satisface que f (an)→ L

(los teoremas también vaĺıan si L era + ó −∞ ) (en particular, f (x) →
x→∞

L⇒ f (n) →
n→∞

L )

Ej. Si a > 0, logn
na → 0 porque logx

xa →
x→∞

0 , como vimos por L’Hôpital (adelantado al final de 2.3).

[No es nada elegante aplicar L’Hôpital o Taylor directamente a una sucesión, pues estrictamente
hablando una sucesión es una función que sólo toma valores sobre los enteros y claramente no
tiene sentido hablar de su derivada; se debe, pues, cambiar la variable n por x para indicar
que lo que se deriva es la f (x) que da lugar a la sucesión para los n∈N ; el problema es que
si uno lo hace ‘mal’ puede llegar bien al resultado (pero que no olvide que deriva la f (x) )].

Ej. n
√

n→ 1 , pues {n}→ ∞ y x1/x → 1 cuando x→ ∞ (por la misma razón 7n+3
√

7n+3→ 1 ).

Ej. (1+an)1/an → e si {an}→ 0 pues vimos que (1+ x)1/x →
x→0

e (también admitido en 2.3).

Ej. n2 sh 1
n2 → 1

[
pues {n2}→ ∞ y lı́m

x→∞
xsh 1

x = lı́m
t→0+

sh t
t = lı́m

t→0+

t+o(t)
t = 1

o bien, porque { 1
n2 }→ 0 y, cuando x→ 0 , sh(x)

x → 1

]

Ej. n4−n6 arctan 1
n2 → 1

3 , pues se puede poner como f ( 1
n2 ) con f (x) = x−arctanx

x3 = x3/3+···
x3 →

x→0
1
3 .

Ej. ∑arctan 1
n diverge, pues arctan 1

n ∼
1
n (es decir, arctan( 1

n )
1/n → 1 , pues arctanx

x →
x→0

1 y 1
n → 0 ).

Ej. ∑ log(1+ 1
n2 ) converge, pues log(1+ 1

n2 )∼ 1
n2 (ya que log(1+x)

x →
x→0

1 y 1
n2 → 0 ).

Ej. ∑(−1)nn2e−
√

n converge por Leibniz, pues es alternada, f (n) = n2e−
√

n → 0

[porque lı́m
x→∞

f (x) = [x = t2] = lı́m
t→∞

t4

et = 0 , o por L’Hôpital (bastante más largo sin el cambio):

x2/e
√

x → 4x3/2/e
√

x → 12x/e
√

x → 24x1/2/e
√

x → 24/e
√

x → 0 ]

y es decreciente a partir de un n [ya que f ′(x) = x
2 (4−

√
x)e−

√
x < 0 si x > 16 ].
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5. Integración en R

5.1. Definición y propiedades

Sea f acotada en [a,b] . Dividimos [a,b] en n subintervalos
de la misma longitud ∆x por medio de los n+1 puntos:

a = x0 < x1 < ... < xn = b con xk+1− xk = b−a
n ≡ ∆x .

Para cada n llamamos suma inferior Ln y superior Un a:

Ln =
n

∑
k=1

mk∆x , Un =
n

∑
k=1

Mk∆x , con
mk =ı́nf{ f (x) : x∈ [xk−1,xk]}
Mk =sup{ f (x) : x∈ [xk−1,xk]}

Si ambas sucesiones {Ln} y {Un} convergen hacia un
mismo ĺımite, decimos que f es integrable en [a,b] ,
representamos ese ĺımite común por

∫ b
a f ó

∫ b
a f (x)dx y

le llamamos integral de f en [a,b] .

m4

M4

a=x0 2x1x 3x 4b=x!x

[Esta no es la definición de ‘integral de Riemann’ habitual (ver Spivak), pero es mucho más corta].

El significado geométrico es claro: si f ≥ 0 , la integral (≥ 0) representa el área A
de la región limitada por la gráfica de f , el eje x y las rectas x = a y x = b : A
es para todo n mayor que la suma Ln de las áreas de los rectángulos pequeños y menor
que la suma Un de los grandes; al crecer n , ambas sumas se aproximan hacia A . Si
f ≤ 0 , Ln y Un son negativas. La integral (≤ 0) en valor absoluto es el área de la región
(situada bajo el eje x ) limitada por el eje x , la gráfica de f y las rectas x = a y x = b .

a b
++

– 

Si f es positiva y negativa, la integral
∫ b

a f representará la diferen-
cia entre las áreas de las regiones que queden por encima
y las áreas de las que queden por debajo del eje x :

Con los teoremas que veremos, para saber si f es integrable y para calcular la integral
no necesitaremos usar la definición casi nunca. Por ahora, sólo con lo visto, estudiemos
unos ejemplos:

Ej. f (x) = x2, x ∈ [0,1] .
Ln =

n

∑
k=1

(k−1)2

n2
1
n = 1

n3 [02 + · · ·+(n−1)2]

Un =
n

∑
k=1

k2

n2
1
n = 1

n3 [12 + · · ·+n2]

0 1

1

Usando el resultado que vimos en un problema de sucesiones:

12 + · · ·+n2 = n[n+1][2n+1]
6 ; Ln = [n−1]n[2n−1]

6n3 , Un = n[n+1][2n+1]
6n3 ; Ln, Un → 1

3 =
∫ 1

0 f .

1

–1

a
b

b–a 
 n
__

Ej. g(x) =


−1 si x = a
0 si a < x < b
1 si x = b

. Ln =− b−a
n , Un = b−a

n ⇒
∫ b

a g = 0 .

La g es discontinua, pero integrable. Se ve que la integral seguiŕıa
siendo nula si cambiamos el valor 0 por cualquier otro en un número
finito de puntos de (a,b).
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5. Integración en R

Veremos pronto que las funciones acotadas con un número finito de discontinuidades son siempre
integrables, aśı que las funciones no integrables tienen que ser tan patológicas como la siguiente.

Ej. h(x) =
{

1 si x racional
0 si x irracional

, x ∈ [a,b] . En cada [xk−1,xk] , ∀n , hay racionales e irracionales.

a b

1Aśı pues, Ln =
n

∑
k=1

0 b−a
n = 0 , Un =

n

∑
k=1

1 b−a
n = b−a ∀n⇒ h no integrable.

(Hay extensiones del concepto de integral: h śı es ‘integrable
Lebesgue’ y su integral en dicho sentido es 0 [hay muchos más
irracionales que racionales]).

Las siguientes propiedades son intuitivamente claras a la vista del significado geométrico
de la integral y se demuestran mecánicamente usando de las definiciones:
Teorema:

Sean f y g integrables en [a,b] . Entonces:∫ b
a c f = c

∫ b
a f , c∈R ;

∫ b
a [ f +g] =

∫ b
a f +

∫ b
a g .

Si m≤ f ≤M en [a,b]⇒ m(b−a)≤
∫ b

a f ≤M(b−a) .∣∣∣∫ b
a f

∣∣∣≤ ∫ b
a | f | . Si f ≤ g en [a,b]⇒

∫ b
a f ≤

∫ b
a g .

Si f es impar
∫ b

a f = 0 . Si f es par
∫ b

a f = 2
∫ b

a f .

M

m

f

g

+

Las dos primeras propiedades se expresan diciendo que ‘la integral es lineal’ (como la
derivada). La siguiente sigue siendo intuitiva, pero es pesada de demostrar con nuestra

a b c

definición (ver libros). [Para f continua será trivial usando los teo-
remas de 5.2, pero la propiedad es cierta también para f integrable
y discontinua].

Teorema:

Sean a<c<b ; f integrable en [a,b]⇒
f integrable en [a,c] y [c,b] , e

∫ b
a f =

∫ c
a f +

∫ b
c f .

Definiendo
∫ a

a f =0 e
∫ b

a f =−
∫ a

b f , la igualdad es válida para a,b,c cualesquiera.

Los dos siguientes teoremas dicen que las f (acotadas) no integrables son extrañas:

Teorema: f continua en [a,b]⇒ f integrable en [a,b]

Idea de la demostración. Se puede probar que {Ln} y {Un} siempre convergen (sus ĺımites
se llaman integral inferior y superior de f ) y aśı f es integrable si Un−Ln → 0 . Sabemos
que f es uniformemente continua: la diferencia entre dos valores cualesquiera de la f en
dos x,y∈ [a,b] es tan pequeña como queramos para x e y suficientemente próximos; en
particular, lo es la diferencia entre los valores máximo y mı́nimo de f en [xk−1,xk] , si el
intervalo es muy pequeño. Aśı, si n es suficientemente grande tenemos que para cada k :

Mk−mk < ε

b−a ∀ε ⇒ Un−Ln =
n

∑
k=1

(Mk−mk)∆x < ε para n grande ⇒ Un−Ln → 0

f continua a trozos
(integrable)Ya vimos que funciones discontinuas pod́ıan ser integrables.

Una f se dice continua a trozos en [a,b] si es continua
salvo en un número finito de puntos y en ellos posee ĺımites
laterales.

[No lo son las funciones 1
x o sen( 1

x ) en [0,1] , definámoslas como las definamos en x=0 ].
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Teorema: f continua a trozos en [a,b]⇒ f integrable en [a,b]

= +
[dividimos en subintervalos de forma que f sólo
tenga discontinuidades en los extremos; en cada
intervalo es fácil ver que es integrable por ser su-
ma de una función continua y de otra integrable
del tipo de la g de los ejemplos].

Como es 0 el valor de la integral de una función como la g se ve que cambiando el
valor de una f integrable en un número finito de puntos, la nueva función
h continúa siendo integrable y el valor de la integral es el mismo, pues dicha
función h se puede escribir como f +g con una g de esas y la integral es lineal.

[Hay funciones integrables con infinitas discontinuidades; por ejemplo, una f cre-
ciente y acotada es integrable

(
pues Mk−1 =mk , k = 1, ...,n⇒ Un−Ln = f (b)− f (a)

n

)
,

aunque presente infinitos saltos].

5.2. Teoremas fundamentales

Estos teoremas fundamentales del cálculo infinitesimal relacionan las derivadas y
las integrales y nos permitirán hallar much́ısimas integrales prescindiendo de la definición.

Sea f acotada e integrable en [a,b] ; para cada x∈ [a,b] la
∫ b

a f existe (y es un número).

Podemos, pues, definir una nueva función: F(x) =
∫ x

a f , x∈ [a,b]

a
b

x

'área'=F(x)

fPrimer teorema fundamental del cálculo infinitesimal:

f integrable en [a,b] ⇒ F continua en [a,b] .
Si además f es continua en un c∈(a,b) entonces F es derivable en c y F ′(c) = f (c) .

(y por tanto, si f es continua en todo [a,b] entonces F ′(x) = f (x) ∀x ∈ [a,b] )

Como f es acotada en [a,b] , existen supremo e ı́nfimo de f en cada intervalo ⊂ [a,b] .
Sea c ∈ (a,b) y sea h > 0 . Llamemos:

Mh =sup{ f (x) : x ∈ [c,c+h]} , mh = ı́nf{ f (x) : x ∈ [c,c+h]} .

Entonces: mhh≤
∫ c+h

c f =
∫ c+h

a f −
∫ c

a f = F(c+h)−F(c)≤Mhh

⇒ [F(c+h)−F(c)]→ 0 , si h→ 0+ . a bc c+h

c
c+h

f! 

Aśı pues, F es continua en c (cambiando detalles se veŕıa para h→ 0− ).

Sea ahora f continua en c . Si h > 0 se deduce que: mh ≤ F(c+h)−F(c)
h ≤Mh

(y a la misma igualdad se llegaŕıa, de forma análoga, para h < 0 ).

Como f continua en c , Mh,mh → f (c) cuando h→ 0 , y por tanto F(c+h)−F(c)
h →

h→0
f (c) .

0
x
f 0

x
F

Ff

d/dx d/dx

! ! 
[El teorema nos dice que, al contrario que al
derivarla, la F obtenida integrando f es ‘más
suave’ que ella. Si f es discontinua en c , F es
continua en c (aunque F tenga un ‘pico’ en c );
y si f tiene picos, desaparecen al integrarla.
En general, f ∈Cn ⇒ F ∈Cn+1 ].
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Ej. f (x) = esen(chx) continua ∀x⇒ F(x) =
∫ x

0 f , G(x) =
∫ x

7 f , . . . tienen por derivada f (x) ∀x .
[ F ′(x) = f (x) también para x < a (si f continua en x ), pues si c < x con f integrable en [c,a] :

F(x) =
∫ x

a f =
∫ x

c f −
∫ a

c f ].

Segundo teorema fundamental del cálculo infinitesimal:

f es continua en [a,b] y f =g′ para alguna función g ⇒
∫ b

a f = g(b)−g(a)≡ g]ba

Como F ′ = f = g′⇒ F(x)=g(x)+k para algún número k . Como 0=F(a)=g(a)+k

⇒ k =−g(a)⇒ F(x) = g(x)−g(a) . En particular: F(b) =
∫ b

a f = g(b)−g(a) .

Dada una función f , una g cuya derivada sea f se llama primitiva de f . El segundo
teorema dice que para calcular la integral de una f continua basta hallar una
primitiva de f (y no es necesario utilizar las sumas superiores e inferiores). Si g es
primitiva de f , es claro que cualquier otra primitiva de f es de la forma g+K .

El conjunto de todas las primitivas se designa por
∫

f (x)dx

(que son funciones y no un número como
∫ b

a f ; a veces se llama integral definida de f
entre a y b a esta última, e integral indefinida al conjunto de primitivas).

En algunos casos, hallar la primitiva de una f es inmediato y, por tanto, lo es
calcular algunas integrales. Por ejemplo, es ahora ya trivial calcular la primera integral
vista en 5.1:

Ej.
∫ 1

0 x2dx = x3

3

]1

0
= 1

3 pues x3

3 es una primitiva de x2 ya que d
dx

x3

3 = x2 ;

(todas las primitivas de x2 son
∫

x2dx = 1
3 x3 +K ; si para el cálculo de esta integral hubiésemos

tomado otro valor de la K 6= 0 , habŕıamos, desde luego, obtenido el mismo resultado).

Pero en muchas ocasiones calcular primitivas es muy complicado. Más aún, hay funcio-
nes de apariencia sencilla para las que se demuestra que no tienen primitivas que
puedan escribirse como suma, producto, composición,... de funciones elemen-
tales, como:∫

senx2dx ,
∫

ex2
dx ,

∫ senx
x dx ,

∫ ex

x dx ,
∫ dx

logx ,
∫ √

1+ x3 dx ,
∫ 3
√

1+ x2 dx , ...

Si f es continua una primitiva suya es F (pero esto no sirve para calcular una
integral concreta); aśı F(x) =

∫ x
0 sen t2dt , F∗(x) =

∫ x
−1 sen t2dt , ... son todas primitivas

de senx2 ; es decir,
∫

senx2dx =
∫ x

a sen t2dt +K . Las variables x, t, ... son mudas, pero no
se repite la letra del ĺımite de integración en el integrando porque podŕıa dar lugar a
errores: F(1) es

∫ 1
0 sen t2 dt pero no es

∫ 1
0 sen1dx y a esto nos podŕıa llevar la incorrecta

notación
∫ x

0 senx2 dx .

También hay funciones integrables sin primitivas (claramente no pueden ser conti-
nuas):

Ej. f (x) =
{

1 si x = 0
0 si x 6= 0

no tiene primitiva
(

F(x) =
∫ x

a f = 0 ∀x no lo es
)
.

0

1

De los TFCI se deducen las propiedades que hab́ıamos adelantado para el logx=
∫ x

1
dt
t :

f (x) = 1
x continua si x > 0⇒ F(x) = logx derivable (y continua) si x > 0 y F ′(x) = 1

x .

[De la definición también se deduciŕıan las otras propiedades: log(ab)= loga+logb,... ]
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El segundo TFCI permite también probar con facilidad algunas de las propiedades ge-
nerales de las integrales vistas en 5.1, en el caso particular de que el integrando sea
continuo; por ejemplo, si F y G son primitivas de f y g se tiene:∫ b

a [ f +g] = [F +G](b)− [F +G](a) = F(b)−F(a)+G(b)−G(a) =
∫ b

a f +
∫ b

a g ,∫ b
a f = F(b)−F(a) = F(b)−F(c)+F(c)−F(a) =

∫ c
a f +

∫ b
c f , ...

Pero recordemos que también son ciertas estas propiedades para las funciones continuas
a trozos. De hecho, sabemos hallar ya fácilmente integrales de muchas f de ese tipo,
dividiendo el intervalo y aplicando los TFCI en cada subintervalo:

Ej. Hallemos
∫

π

0 f , si f (x) =
{

cosx , 0≤ x≤ π/2
−1 , π/2≤ x≤ π

.

∫
π

0 f =
∫ π/2

0 cosxdx+
∫

π

π/2[−1]dx = [senx]π/2
0 +[−x]π

π/2 = 1− π

2 .

[pues
∫

π

π/2 f =
∫

π

π/2[−1]dx , ya que coinciden salvo en x = π

2 ]

0

1

–1

!/2

cos x

! 

También sabemos hallar ∀x ∈ [0,π] la primitiva:∫ x
0 f =

{ ∫ x
0 cos tdt , 0≤ x≤ π/2∫ π/2
0 cos tdt +

∫ x
π/2[−1]dt , π/2≤ x≤ π

=
{

senx , 0≤ x≤ π/2
1+ π

2 − x , π/2≤ x≤ π

[función que, como nos aseguraba el primer TFCI, es continua también en x = π/2 ].

Como sabemos hallar derivadas de funciones definidas por integrales, sabemos hacer
con ellas todo lo visto en cálculo diferencial: tangentes, máximos y mı́nimos, ĺımites
indeterminados,...

Ej. Hallemos la ecuación de la recta tangente a la gráfica de F(x) =
∫ x
−1

t3

t4−4 en x = 1 :

F ′(x) = x3

x4−4 , F ′(1) =− 1
3 ; F(1) =

∫ 1
−1

t3

t4−4 dt = 0 (integrando impar) ⇒ tangente: y =− x−1
3 .

[podŕıamos (primitiva inmediata), pero no es útil, calcular la F(x) = 1
4 log |x−4|− log3 ]

Ej. Determinemos, si existe, el ĺımite de G(x) = 1
x
∫ x

0
|cos t3|
t2+1 dt cuando x→ 0 y cuando x→ ∞ .

El numerador F =
∫ x

0 es continuo y derivable ∀x (el integrando es continuo) y es F(0) =
∫ 0

0 = 0 .
Cuando x→ 0 tenemos indeterminación 0/0 . Por L’Hôpital,

lı́m
x→0

G(x) = lı́m
x→0

F ′(x)
1

= lı́m
x→0

|cosx3|
x2 +1

= 1 .

Si x→ ∞ , tal vez no valga L’Hôpital (¿tenderá f a ∞?). De hecho, no hay indeterminación,
pues vamos a ver (aunque la primitiva sea no calculable) que F está acotada. En efecto:

0≤ |cosx3|
x2+1 ≤ 1

x2+1 ∀x ⇒ 0≤ F(x)≤
∫ x

0
1

t2+1 = arctanx ∀x

⇒ 0≤ lı́m
x→∞

G≤ lı́m
x→∞

arctanx
x

= 0 ⇒ G →
x→0

0 .

En ocasiones se trabaja con funciones similares a la F(x) , definidas por integrales de
funciones f continuas, pero con ĺımites de integración que son también funciones (deri-
vables) de x . Los TFCI también nos permiten derivarlas:

Si H(x) =
∫ b(x)

a(x) f entonces H ′(x) = f [b(x)]b′(x)− f [a(x)]a′(x)

(para los x tales que f sea continua en [a(x),b(x)] )
(
o en [b(x),a(x)] si a(x) > b(x)

)
[

H(x) =
∫ b(x)

0 f −
∫ a(x)

0 f = F [b(x)]−F [a(x)] , con F(x) =
∫ x

0 f , y regla de la cadena
]
.
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Ej. Utilicemos la fórmula anterior para hallar dos derivadas de la función : K(x) = x
∫ 3x

2x e−t2
dt .

K′(x) =
∫ 3x

2x e−t2
dt + x[e−9x2 ·3− e−4x2 ·2]→ K′′(x) = 2[3e−9x2−2e−4x2

]+2x2[8e−4x2−27e−9x2
]

[expresiones válidas ∀x , tanto si es positivo como negativo]

Ej. Estudiemos en qué x∈ [0,2π] alcanza sus valores extremos la función: H(x) =
∫√x

0 sen t2 dt .

1

±1
2sen(x ) __

!2"#2.5

!"#0.8– 
Su derivada es H ′(x) = sen [(

√
x)2] 1

2
√

x −0 = senx
2
√

x , ∀x > 0 .

Máximo y mı́nimo de H existen por ser continua. Los candidatos
son los extremos y los puntos en que H ′ = 0 , es decir, x = 0 ,
x = π y x = 2π . Con el signo de H ′ se ve que H crece antes de
π y decrece después, luego en ese punto se alcanza el máximo.

[No era necesario calcular H ′ para decirlo: estaba claro viendo la gráfica de f (x) = senx2 ,
pues hasta x = π vamos añadiendo áreas positivas y a partir de entonces quitamos áreas
por debajo del eje x ].

Precisar cuál de los mı́nimos locales es el absoluto exige saber cuál de estos números es menor:

H(0) = 0 ó H(2π) =
∫√2π

0 sen(t2)dt

La gráfica de la f sugiere que H(2π) > 0 , pero no podemos calcular el valor exacto, por no
existir la primitiva de f (ya aprenderemos a aproximar numéricamente las integrales en la
sección 5.5).

Ej. Probemos que L(x) =
∫ 1+x

1−x log t dt es decreciente en [0, 1
2 ] . Como logx es continua en [ 1

2 , 3
2 ]

(valores en los que integramos si x ∈ [0, 1
2 ] ) podemos derivar la L ah́ı:

1

log x

L′(x) = log(1+ x) ·1− log(1− x) · [−1] = log [1− x2] < 0 si x ∈ [0, 1
2 ] .

Era esperable: las áreas negativas que aparecen son mayores que las positi-
vas. En este caso la primitiva śı seŕıa calculable (por partes, como veremos),
pero es un rodeo tonto hallar primitivas para derivarlas a continuación.

Ej. Precisar para todo n∈N en qué x≥ 0 alcanza su valor máximo la función fn(x) =
∫ 2x

x
dt

t3+6n6 ,

y probar que la serie de funciones
∞

∑
n=1

fn(x) converge uniformemente en [0,∞) .

Como la función 1
x3+6n6 es continua para todo x≥ 0 , es fn(x) derivable y su derivada es:

f ′n(x) = 2
8x3+6n6 − 1

x3+6n6 = 3(n6−x3)
(4x3+3n6)(x3+6n6)

La derivada se anula únicamente si x=n2. Como el denominador es siempre positivo, la derivada
es positiva cuando x<n2 y negativa cuando x>n2 , tiene fn(x) un máximo local para x=n2.

[Hallar f ′′n es más largo: f ′′n (x) = −12x2

(4x3+3n6)2 + 3x2

(x3+6n6)2 ⇒ f ′′n (n2) =− 12
49n8 + 3

49n8 =− 9
49n8 ]

La función fn(x)≥ 0 para x≥ 0 (el integrando es positivo) y su valor máximo en esa semirrecta
lo podemos acotar sin dificultad:

fn(n2) =
∫ 2n2

n2
dt

t3+6n6 ≤
∫ 2n2

n2
dt

6n6 = 1
6n4 [o bien fn(n2)≤

∫ 2n2

n2
dt
t3 = 3

8n4 ]

(sabŕıamos hallar el valor exacto de fn(n2) , con algún esfuerzo, después de la próxima sección).

Como 0≤ fn(x)≤ fn(n2)≤ 1
6n4 ⇒ | fn(x)| ≤ 1

6n4 , ∀n≥ 1, ∀x≥ 0 y
∞

∑
n=1

1
6n4 converge,

el criterio de Weierstrass asegura que la serie
∞

∑
n=1

fn(x) converge uniformemente en [0,∞) .
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5.3. Cálculo de primitivas

Primitivas inmediatas (o casi inmediatas).
Cada derivada conocida nos proporciona una fórmula de integración:

Ej.
∫ dx

cos2 x = tanx ,
∫

shx = chx ,
∫ dx

[4−x]2 = 1
4−x ,

∫ 2xdx
x2−1 = log |x2−1| , ...

(más exacto seŕıa escribir tanx+K , chx+K , ... ; no lo haremos pero tengámoslo en cuenta)

Normalmente al integrando le faltarán constantes que se calculan derivando de cabeza:
Ej.

∫ dx√
1−9x2 = 1

3 arcsen(3x) ,
∫

x−5/3dx =−3
2 x−2/3 ,

∫ dx
4+x2 =

∫ dx
4[1+(x/2)2] = 1

2 arctan x
2 , ...

De la linealidad de la derivada se deduce inmediatamente para las primitivas que:∫
[ f (x)+g(x)]dx =

∫
f (x)dx+

∫
g(x)dx ,

∫
c f (x)dx = c

∫
f (x)dx

Ej.
∫
[5
√

x+6+2senx−7x]dx = 4
∫ √

x+6dx+5
∫

senxdx−
∫

7xdx = 8
3 [x+6]3/2−5cosx− 7x

log7

Es falso que la integral de un producto sea el producto de las integrales por no serlo la
derivada, pero de la fórmula del producto ( f g)′ = f g′+ f ′g obtenemos:
Integración por partes:

Sean f ′ y g′ continuas (para que existan las primitivas). Entonces:∫
f (x)g′(x)dx = f (x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx ;

∫ b
a f (x)g′(x)dx = f (x)g(x)]ba−

∫ b
a f ′(x)g(x)dx

Esto reduce el problema a calcular otra primitiva, que será más sencilla si f ′ y g lo son
(o si una de ellas lo es y la otra no es más complicada que la anterior).

Con la notación d f ≡ f ′(x)dx , la integración por partes se escribe
∫

udv = uv−
∫

vdu

Ej.
∫

xsenxdx =
[

u = x , dv = senxdx
→ du = dx , v =−cosx

]
=

∫
xcosx−

∫
(−cosx)dx =−xcosx+ senx

Ej.
∫

xe−xdx = [ u = x, dv = e−xdx→ du = dx, v =−e−x ] =
∫

xe−x−
∫
(−e−x)dx =−(x+1)e−x

[las primitivas de senx y e−x no son peores que ellas, pero la derivada del x śı es más sencilla].

Otras funciones que mejoran al derivarlas son los logaritmos (las potencias de x no se complican):

Ej.
∫ √

x log |x|dx = [ u = log |x| , dv =
√

xdx ] = 2
3 x3/2 log |x|− 2

3
∫

x3/2 dx
x = x3/2

[ 2
3 log |x|− 4

9

]
Algunas veces conviene tomar g′ = 1 (es decir, dv = dx ):
Ej.

∫
logxdx = [ u = logx,dv = dx→ du = dx

x ,v = x ] = x logx−
∫

dx = x logx− x

Ej.
∫

arctanxdx = [ u = arctanx,dv = dx ] = xarctanx−
∫ x

1+x2 = xarctanx− 1
2 log(1+ x2)

Otras veces hay que repetir la integración por partes:
Ej.

∫
x2 exdx = x2ex−2

∫
x exdx = xe2ex−2xex +2

∫
exdx = [xe2−2x+2]ex

u↑ dv↑ u↑ dv↑

Otro truco:
Ej.

∫ logxdx
x = logx logx−

∫ logxdx
x →

∫ logxdx
x = 1

2 [logx]2 [se pod́ıa haber hecho a ojo]

Combinando las dos últimas ideas:
Ej. I =

∫
cosxexdx = cosxex +

∫
senxexdx = ex[cosx+ senx]− I ⇒ I = 1

2 ex[cosx+ senx]
u↑ dv↑ u↑ dv↑

Ej. Curiosidad:
∫ dx

x = [ u = x,dv = dx
x2 → du = dx,v =− 1

x ] =−1+
∫ dx

x ¿ ⇒ ? 0 =−1 !!
[no olvidemos que hay una K arbitraria aunque no la escribamos]
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Primitivas de funciones racionales:
∫ P(x)

Q(x)dx , con P y Q polinomios

Si el grP≥ grQ , dividimos: P
Q = C + R

Q con el resto R de grado menor que Q .

Vimos que Q se puede poner como producto de polinomios del tipo (x−a)m [ráıces reales]
y (x2+cx+d)n [complejas], siendo m y n la multiplicidad de las ráıces [ m=1 si simples].

[El problema es que (como vimos en 3.3), salvo para Q especialmente sencillos, realizar
esta descomposición es, en la práctica, imposible por ser imposible hallar sus ráıces].

Se prueba que R
Q se puede escribir como suma de constantes por funciones del tipo:

1
(x−a) j , 1

(x2+cx+d)k y x
(x2+cx+d)k , con 1≤ j≤m,1≤ k≤ n (llamadas fracciones simples).

Para ‘descomponer en fracciones simples’ R/Q (para hallar la constante que acompaña
a cada fracción) basta resolver un sistema lineal de ecuaciones. Y aśı, el problema de
integrar P/Q se reduce, una vez factorizado Q , al de integrar el polinomio C y funciones
como las últimas.

Ej. I =
∫ 4x4−6x3+5x2−11x+4

x5−x4+x3−3x2+2x dx =
∫ R(x)

Q(x) dx (ya es 4 < 5 ) . Empezamos factorizando:

Q(x) = x(x−1)2(x2 + x+2) [suerte hemos tenido] y descomponemos en fracciones simples:

R(x)
Q(x) = A

x + B
x−1 + C

(x−1)2 + Dx+E
x2+x+2 = A(x4−x3+x2−3x+2)+B(x4+x2−2x)+C(x3+x2+2x)+(Dx+E)(x3−2x2+x)

x(x−1)2(x2+x+2)

[Si hubiera (x−1)m escribiŕıamos B1
x−1 + · · ·+ Bm

(x−1)m ; si (x2 + x−2)n, D1x+E1
x2+x+2 + · · ·+ Dnx+En

(x2+x+2)n ]

Igualando los coeficientes de x4, x3, x2, x y la constante de ambos términos se obtiene el sistema:

A+B+D = 4 ,−A+C−2D+E =−6 , A+B+C +D−2E = 5 ,−3A−2B+2C +E =−11 , 2A = 4

Resolviéndolo: A = 2 , B = 1 , C =−1 , D = 1 , E =−1

⇒ I =
∫ 2dx

x +
∫ dx

x−1 −
∫ dx

(x−1)2 +
∫ (x−1)dx

x2+x+2

Las
∫ dx

(x−a)m son casi inmediatas. Más trabajo dan las otras. Primero se busca un logaritmo:

1
2
∫ (2x−2)dx

x2+x+2 = 1
2
∫ (2x+1)dx

x2+x+2 −
3
2
∫ dx

x2+x+2

Y luego un arco tangente completando el cuadrado: x2 + x+2 = (x+ 1
2 )

2
+ 7

4 = 7
4

[
( 2x+1√

7
)
2
+1

]
.

Por tanto:
∫ (x−1)dx

x2+x+2 = 1
2 log(x2 + x+2)− 3

2
2√
7

∫ 2/
√

7 dx

([2x+1]/
√

7)2
+1

→

I = 2log |x|+ log |x−1|+ 1
x−1 + 1

2 log(x2 + x+2)− 3√
7

arctan( 2x+1√
7

)

Ej. I =
∫ x4−5x2+x+8

x3+x2−4x−4 dx =
∫
(x−1)dx+

∫ x+4
(x+1)(x+2)(x−2) dx [de nuevo las ráıces eran sencillas].

x+4
(x+1)(x+2)(x−2) = A

x+1 + B
x+2 + C

x−2 = A(x+2)(x−2)+B(x+1)(x−2)+C(x+1)(x+2)
(x+1)(x+2)(x−2)

Cuando haya tantas ráıces reales, mejor que igualar coeficientes haremos x = a para cada ráız a:

x =−1→−3A = 3,A =−1 ; x =−2→ 4B = 2 , B = 1
2 ; x = 2→ 12C = 6 , C = 1

2

→ I = 1
2 x2− x− log |x+1|+ 1

2 log |x+2|+ 1
2 log |x−2|= 1

2

[
x2−2x+ log |x2−4|

|x+1|2

]
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[Para hallar las primitivas de las fracciones simples más complicadas
∫ dx

(x2+x+2)n

se utilizaŕıan fórmulas de reducción como la propuesta en problemas].

Cambios de variable:

Supongamos que buscamos una primitiva de
∫

f (g(x))g′(x)dx (con f y g′ continuas). Si F
es una primitiva de f , por la regla de la cadena: (F◦g)′(x) = F ′(g(x))g′(x) = f (g(x))g′(x) .
Aśı pues, F◦g es la primitiva buscada. Basta pues integrar la f y evaluar el resultado en
g(x) . Si lo que queremos es la integral definida entre a y b su valor es F(g(b))−F(g(a)) .
Por tanto:∫

f (g(x))g′(x)dx =
∫

f (u)du
∣∣
u=g(x) ;

∫ b
a f (g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)
g(a) f (u)du

En la práctica se suele usar la notación de diferenciales: se escribe u = g(x) , du = g′(x)dx
y si hay ĺımites de integración es fácil recordar que: x = a→ u = g(a) , x = b→ u = g(b) .

En algunos casos la g′(x) aparece expĺıcitamente y es claro el cambio que hay que hacer:

Ej.
∫

sen3 2xcos2xdx = [ u = sen2x,du = 2cos2xdx ] = 1
2

∫
u3du = 1

8 u4 = 1
8 sen4 2x

[en casos tan sencillos no será necesario escribir la sustitución, es fácil ver a ojo
que sen4 2x es casi la primitiva; derivándola mentalmente se ve que falta el 1/8 ]

Ej.
∫ 5

e
dx

x logx =
[

u = logx , du = dx
x

x = e→ u = 1 , x = 5→ u = log5

]
=

∫ log5
1

du
u = log | log5|−0 = log(log5)

[pod́ıamos haber calculado la primitiva olvidando ĺımites de
integración y sustituir al final, una vez deshecho el cambio]

Ej.
∫

ex√ex−1dx = [ u = ex, du = exdx ] =
∫ √

u−1du = [u−1]3/2 = [ex−1]3/2

Ej.
∫

sh3xe−chxdx =
[

u = chx,du = shxdx
sh2x = ch2x−1

]
=

∫
[u2−1]e−udu = [partes]

=−u2e−u +2
∫

ue−udu+ e−u = [partes] = [1−2u−u2]e−u +2
∫

e−udu =−[1+2u+u2]e−u

=−[1+2chx+ ch2 x]e−chx

(o partes directamente:
∫

sh3xe−chxdx =
[

u = sh2x
dv = shxe−chxdx

]
=−sh2x+2

∫
chxshxe−chxdx

= [partes] =−sh2xe−chx−2chxe−chx +2
∫

shxe−chxdx =−[2+2chx+ sh2x]e−chx )

Pero en la mayoŕıa de los casos no es tan evidente el cambio ni tenemos una clara du . La
forma del integrando puede sugerir hacer algún cambio u = g(x) . Para obtener entonces
la f (u) se despeja la x en función de u , se calcula el dx y se sustituyen x y dx en la
integral:

Ej.
∫ 9

4 cos
√

xdx = [ u =
√

x,x = u2,dx = 2udu,x = 4→ u = 2,x = 9→ u = 3 ] = 2
∫ 3

2 ucosudu =

[partes] = 2[usenu]32−2
∫ 3

2 senudu = 2[usenu]32 +2[cosu]32 = 2[3sen3−2sen2+ cos3− cos2]

Ej.
∫ √

ex−1dx = [ u = ex,x = logu,dx = du
u ] =

∫ √
u−1
u du = [

√
u−1 = z,u = z2 +1,du = 2zdz ]

= 2
∫ z2

z2+1 dz = 2
∫
[1− 1

z2+1 ]dz = 2z−2arctanz = 2
√

ex−1−2arctan
√

ex−1

[con un poco más de vista podŕıamos haber hecho directamente z =
√

ex−1 acabando antes]

[En los cambios de variable las funciones f y g′ deben ser continuas. Si g′ aparece expĺıcitamente
es fácil ver que es aśı. Pero si no aparece se nos podŕıa olvidar y cometer errores].
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Algo de práctica sugiere qué y cuándo sustituir. Para tipos particulares de funciones
(trigonométricas, con radicales... ) hay sustituciones t́ıpicas que se sabe que dan buen
resultado (las veremos a continuación) y que suelen conducir a la integración de funciones
racionales de las que hemos visto.

Como primer ejemplo de primitivas que se convierten en integrales racionales mediante
cambios de variable estudiamos:

∫
R(ex)dx , función racional de ex .

Haciendo u = ex se convierte en la racional
∫ R(u)

u , pues dx = du
u .

Ej.
∫ dx

1+e2x =
∫ du

u[1+u2] =
∫
[A

u + Bu+C
1+u2 ]du =

∫ du
u −

∫ u
1+u2 = logu− 1

2 log(1+u2) = x− 1
2 log(1+e2x)

Más interés, por aparecer más a menudo, tienen las

Primitivas de funciones trigonométricas:

Para integrar
∫

R(senx,cosx)dx , con R racional en senx y cosx , existe siempre un cambio[
u = tan x

2

]
que la lleva a una racional, pero veamos antes una serie de casos más fáciles.∫

senmxcosnxdx :

Si m ó n son impares:
sen2k+1 x = senx(1− cos2x)k y se hace u = cosx
cos2k+1 x = cosx(1− sen2x)k y se hace u = senx

Si m y n son pares, se escriben en función del ángulo doble:

sen2 x = 1−cos2x
2 , cos2 x = 1+cos2x

2

Ej.
∫

sen2xcos3xdx =
∫
(1− sen2x)sen2xcosxdx = [u = senx

o a ojo
] =

∫
(u2−u4)du = 1

3 sen3x− 1
5 sen5x

Ej.
∫

cos4xdx = 1
4

∫
(1+ cos2x)2dx = 1

4
∫

dx+ 1
2

∫
cos2xdx+ 1

8
∫
(1+ cos4x)dx = 3x

8 + sen2x
4 + sen4x

32

La integral general
∫

R(senx,cosx)dx se convierte en cociente de polinomios haciendo:

u = cosx , si R es impar en senx [ es decir, si R(−senx,cosx) =−R(senx,cosx) ].

u = senx , si R es impar en cosx [ es decir, si R(senx,−cosx) =−R(senx,cosx) ].

u = tanx
[

cos2x = 1
1+u2 , dx = du

1+u2

]
, si R(−senx,−cosx) = R(senx,cosx) .

u = tan x
2

[
senx = 2u

1+u2 , cosx = 1−u2

1+u2 , dx = 2du
1+u2

]
, para cualquier R [último recurso].

Ej.
∫ dx

senx =
∫ senxdx

1−cos2x = [ u = cosx ] =
∫ du

u2−1 = 1
2

∫ du
u−1 −

1
2

∫ du
u+1 = 1

2 log | u−1
u+1 |= log | cosx−1

cosx+1 |

De otra forma:
∫ dx

senx = [ u = tan x
2 ] =

∫ 2du/[1+u2]
2u[1+u2] =

∫ du
u = log | tan x

2 |

[ha salido tan fácil por casualidad] [las dos expresiones de la primitiva deben
coincidir salvo K arbitraria (con pocas cuentas se ve que son iguales)]

Ej.
∫ dx

cos3xsenx =
∫ dx

cos4x tanx = [ u = tanx ] =
∫ [1+u2]2

u[1+u2] =
∫ du

u +
∫

udu = log | tanx|+ 1
2 tan2 x

Otro camino (más largo):
∫ dx

cos3xsenx =
∫ senxdx

cos3x[1−cos2x] = [ u = cosx ] =
∫ du

u3[u+1][u−1] = · · ·

[peor todav́ıa seŕıa hacer u = senx (también es impar en coseno) ó u = tan x
2 ]
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Ej.
∫

π

0
dx

1+cos2x = [ u = tanx,dx = du
1+u2 ] =

∫ 0
0

du
2+u2 = 0

1/2
1

!

1+cos x
1_____

2
[resultado evidentemente falso: el integrando es siempre positivo
y la integral deb́ıa ser un número positivo. No olvidemos que en
los cambios de variable las funciones f y g′ deben ser continuas. El cambio hecho (clásico,
como hemos dicho, para este tipo de integrales) es válido sólo hasta π

2 ; śı es cierto que∫ π/2
0

dx
1+cos2x =

∫
∞

0
du

2+u2 = 1√
2

∫
∞

0
1/
√

2du

1+[u/
√

2]2
= 1√

2
arctan( u√

2
)
∣∣∣∞

0
= π

√
2

4 →
∫

π

0 = π
√

2
2

pues el integrando es simétrico respecto a x = π

2 . Al ∞ que nos ha aparecido (que como siempre
representará un ĺımite) le daremos más seriedad cuando estudiemos las integrales impropias].

Primitivas de irracionales

(las más simples; R función racional de x y la ráız que se indica)∫
R

(
x, n
√

ax+b
)

dx se convierte en racional haciendo u = n
√

ax+b .

Ej.
∫

x[1+x]1/4dx =
 u = [1+x]1/4, x = u4−1

dx = 4u3du

=
∫

4(u8−u4)du = 4u9

9 −
4u5

5 = 4
9 [1+x]9/4− 4

5 [1+x]5/4

También se puede hacer por partes:∫
x[1+ x]1/4dx = 4

5 x[1+ x]5/4− 4
5
∫
[1+ x]5/4dx = 4

5 x[1+ x]5/4− 16
45 [1+ x]9/4

∫
R

(
x,
√

a2− x2
)

dx se convierte en trigonométrica haciendo x = asenu .

Ej.
∫ √

4− x2 dx = [ x = 2senu , dx = 2cosudu ] =
∫

4cos2udu = 2u+ sen2u

= 2u+2senu
√

1− sen2u = 2arcsen x
2 + x

2

√
4− x2

∫
R

(
x,
√

x2 +a
)

dx se convierte en racional haciendo u = x+
√

x2 +a ,

puesto que (u− x)2 = u2−2xu+ x2 = x2 +a→ x = u
2 −

a
2u → dx = 1

2 + a
2u2 .

(El cambio u =
√

x2 +a no sirve de nada pues vuelven a aparecer ráıces al despejar la x ).

Ej.
∫ dx

x
√

x2+1
= [ u = x+

√
x2 +1,x = u2−1

2u ,dx = 1+u2

2u2 du ] =
∫ 2du

u2−1 = log | u−1
u+1 |= log

∣∣∣∣ x
1+
√

x2+1

∣∣∣∣
Ej.

∫ xdx√
x2+1

=
√

x2 +1 [¡a ojo! , antes de ponerse a calcular a lo loco, miremos si es inmediata]

[Las primitivas con ráıces
√

ax2 +bx+ c se reducen a las últimas completando cuadrados].

Recordamos que si las ráıces son más complicadas (como
√

x3 +a ó 3√x2 +a ), las integrales, son,
en general, no calculables. Esto no quiere decir que alguna, en particular, no lo sea:

Ej.
∫ x7dx√

x4+1
= [ t = x4 ] = 1

4
∫ tdt√

t+1
= [u =

√
t +1 ] = 1

2
∫
(u2−1)du = u3

6 −
u
2 = 1

6 [x4−2]
√

x4 +1

[pero no se podŕıa hallar la primitiva de
∫ dx√

x4+1
]
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5.4. Integrales impropias

La integral la hemos definido para funciones f acotadas en intervalos [a,b] finitos. Exten-
demos la definición, primero para intervalos de integración no acotados [a,∞) ó (−∞,b] .
Como siempre que aparece un ∞ aparecerá un ĺımite en la definición:

Supongamos que
∫ b

a f existe para todo b≥a . Si existe el lı́m
b→∞

∫ b
a f se le llama integral

impropia de f en [a,∞) , se representa por
∫

∞

a f ó
∫

∞

a f (x)dx y la integral impropia
se dice convergente. Si

∫
∞

a f no es convergente, se dice divergente.

[Análogamente se define
∫ b
−∞

f = lı́m
a→ −∞

∫ b
a f ].

[La integral entre a y b existe ∀b , como sabemos, si por ejemplo f es continua (o
continua a trozos) en [a,∞) ; como para cada b la integral es un número, tenemos una
función de b y tiene sentido hablar de su ĺımite cuando b→ ∞ ; este ĺımite (el valor de
la integral impropia) será otro número si la integral converge].

Ej.
∫

∞

1
dx
x2 = lı́m

b→∞

∫ b
1

dx
x2 = lı́m

b→∞
[−1

x ]
b
1 = lı́m

b→∞
[1− 1

b ] = 1

[la integral es convergente y su valor es 1 ]

Ej.
∫

∞

1
dx
x = lı́m

b→∞
[logx]b1 = lı́m

b→∞
[logb] diverge

1

1 área=1

deja un área 
 infinita debajo1/x

1/x2

En general,
∫

∞

1
dx
xs diverge si s≤1 y converge si s> 1

[
hacia 1

s−1

]
.

[es inmediato comprobarlo; para los mismos s converge la
∫

∞

a
dx
xs ∀a>0 , pues∫ b

a e
∫ b

1 son dos funciones de b que sólo difieren en la constante
∫ a

1 ]

∫
∞

0 eaxdx = 1
a lı́m

b→∞
[eax]b0 = 1

a lı́m
b→∞

[eab−1] converge si a< 0 [hacia −1
a ] y diverge si a≥0 .

[Se suele abreviar [eax]∞0 en lugar de lı́m
b→∞

[eax]b0 ; pero no olvidemos que es un ĺımite].

Aunque no sepamos calcular la primitiva podremos, en bastantes ocasiones, determinar
si es o no convergente (como ocurŕıa con las series; incluso teńıamos un criterio integral
que relacionaba unas y otras; los criterios de convergencia son muy parecidos).

Criterios para funciones positivas (los damos para la
∫

∞

a ; son análogos para
∫ b
−∞

).

En todos suponemos que las funciones que aparecen son integrables en [a,b] ∀b .

Teorema:

Si 0≤ f (x)≤g(x) para x≥a ,
∫

∞

a g converge ⇒
∫

∞

a f converge e
∫

∞

a f ≤
∫

∞

a g

f

a b

g

a

a

F(b)
! g" 

0≤ F(b) =
∫ b

a f ≤
∫ b

a g≤
∫

∞

a g ∀b≥ a ⇒

F(b) creciente y acotada superiormente⇒ F(b) tiene ĺımite si b→∞

(la última ⇒ se prueba como en las sucesiones).

[El teorema dice también que
∫

∞

a f divergente ⇒
∫

∞

a g divergente,
desde luego; pero como siempre, en este tipo de criterios, de que
la pequeña converja o de que la gorda diverja, no se sigue nada;

e insistimos en que es para funciones positivas: si una f cualquiera es menor que otra de
integral convergente, no tiene que converger su integral, ya que podŕıa irse a −∞ ].

88 Cálculo - 0.9.3



5.4. Integrales impropias

Las comparaciones con ≤ son siempre más complicadas que las hechas por paso al ĺımite:

Teorema:

Si f y g son positivas para x≥ a y lı́m
b→∞

f (x)
g(x) = c finito, entonces:

Si c > 0 ,
∫

∞

a g convergente ⇔
∫

∞

a f convergente.

Si c = 0 ,
∫

∞

a g convergente ⇒
∫

∞

a f convergente [es decir,
∫

∞

a f diverge ⇒
∫

∞

a g diverge].

Si c > 0 , para x ≥M es c
2 ≤

f (x)
g(x) ≤

3c
2 ⇒ 0 ≤ c

2 g(x) ≤ f (x) ≤ 3c
2 g(x) y podemos

aplicar el teorema anterior. Si c = 0 , para x≥M es 0≤ f (x)≤ g(x) y de nuevo
el teorema. Además está claro que

∫
∞

M f converge ⇔
∫

∞

a f converge.

Si el integrando f no es positivo, como en las series, conviene considerar el | f | :

Teorema:
∫

∞

a | f | convergente ⇒
∫

∞

a f convergente
[ f se dice absolutamente

integrable en [a,∞) ].

0≤ f +| f | ≤ 2| f | ⇒
∫

∞

a [ f +| f |] convergente ⇒
∫

∞

a f =
∫

∞

a [ f +| f |]−
∫

∞

a | f | convergente

Ej.
∫

∞

3
[logx]2

x dx diverge, pues si x≥3 es [logx]2

x ≥ 1
x e

∫
∞

3
dx
x diverge.

Por paso al ĺımite debemos utilizar la parte con c = 0 porque el log no se parece a ningún xs :
1/x

[logx]2/x
→

x→∞
0 e

∫
∞

3
dx
x divergente ⇒

∫
∞

3
[logx]2

x dx diverge (mayor que divergente).

También nos bastaba la definición:
∫

∞

3
[logx]2

x dx = 1
3 [logx]3

]∞

3
→ ∞ .

Ej.
∫

∞

0
xdx√

x5−x+1
. Cuando x→ ∞ , x√

x5−x+1
∼ 1

x3/2 [es decir, x/
√

x5−x+1
1/x3/2 →

x→∞
1 ].

Como
∫

∞

1
1

x3/2 converge, la dada también (no sabemos a qué número).

Ej.
∫

∞

0 e−x2
dx (sin primitiva elemental) converge, pues e−x2

e−x = ex−x2 →
x→∞

0 e
∫

∞

0 e−xdx converge.

O bien, por desigualdades: si x≥ 1 es e−x2 ≤ e−x y de aqúı:∫
∞

1 e−xdx converge (⇔
∫

∞

0 converge) ⇒
∫

∞

1 e−x2
converge (⇔

∫
∞

0 converge).

[con las integrales dobles de Cálculo II se puede ver que
∫

∞

0 e−x2
dx = 1

2
√

π ]

Ej.
∫

∞

1 sen 1
x dx∼

∫
∞

1
dx
x divergente [pues lı́m

x→∞

sen(1/x)
1/x = lı́m

t→0+

sen t
t = 1 ] ⇒ la dada diverge.

Ej.
∫

∞

0
senx
1+x3 dx es convergente porque | senx

1+x3 | ≤ 1
1+x3 e

∫
∞

0
1

1+x3 converge ( ∼ 1
x3 cuando x→ ∞ )

Ej. Aplicando la misma idea a
∫

∞

1
senx√

x dx no podemos concluir nada, ya que
∫

∞

1
1√
x diverge.

Pero
∫

∞

0
senx√

x dx =
∫

π

0 +
∫ 2π

π
+ · · · ≡

∞

∑
k=1

ak , donde

|ak|=
∫ kπ

(k−1)π
|senx|√

x ≤
∫ kπ

(k−1)π
dx√

x ≤ 2
[√

kπ−
√

[k−1]π
]
.

La serie es alternada, decreciente y con ak → 0 , con
lo que por Leibniz converge (y por tanto la integral).
De aqúı deducimos que∫

∞

0 senx2dx = [ t = x2 ] =
∫

∞

0
sen t√

t dt también converge

! 2! 3! 4! 
a1

a2

sen(x  )2

– 1/"x

–1/"x– 

"! – 
"2! –– 

(¡a pesar de que f (x) no tiende a 0 si x→ ∞ ! [esto no es como en las series]).
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La segunda extensión de la definición de integral es para f no acotada en un extremo
del intervalo:

Supongamos que
∫ b

t f existe para todo t ∈ (a,b] . Se define
∫ b

a+ f = lı́m
t→a+

∫ b
t f si el

ĺımite existe y en ese caso la integral impropia se dice convergente.[
Análogamente:

∫ b−
a f = lı́m

t→b−

∫ t
a f

]
(En vez de a+ y b− suele escribir a y b ; no olvidemos que la integral es impropia).

a t b

[No se pide que f esté acotada en (a,b] , ni siquiera que esté
definida en el punto a ; para que f sea integrable en [t,b] , debe,
desde luego, estar acotada en cada intervalo de esa forma; por
ejemplo, si f es continua en (a,b] se tiene, para todo t , garanti-
zada la existencia de la integral de f en [t,b] , aunque el ĺımite
puede no existir y divergir la integral impropia].

Ej.
∫ 1

0+
dx
x2 = lı́m

t→0+

∫ 1
t

dx
x2 = lı́m

t→0+
[1

t −1] no existe (la integral impropia diverge).∫ 1
0+

dx√
x = lı́m

t→0+
[2−2

√
t ] = 2 , converge (y su valor es 2 ).

En general, se ve fácil que
∫ b

a+
dx

[x−a]s e
∫ a−

c
dx

[a−x]s convergen si s<1 y divergen si s≥1

( [x−a]s tiene sentido para x < a si s = 1
3 , 2

7 , ... ; si s = 1
2 ó s = π la función no está definida)

Para este otro tipo de impropias existen criterios de convergencia totalmente análogos a
los vistos para las del primer tipo. Resumiendo (las de a+ ) y sin demostraciones:

Teorema:

Si 0≤ f ≤ g en (a,b] ,
∫ b

a+ g convergente ⇒
∫ b

a+ f convergente e
∫ b

a+ f ≤
∫ b

a+ g .

Sean f , g≥ 0 en (a,b] y sea finito el lı́m
x→a+

f (x)
g(x) = c , entonces:

si c>0 ,
∫ b

a+ g converge ⇔
∫ b

a+ f converge; si c=0 ,
∫ b

a+ g converge ⇒
∫ b

a+ f converge.∫ b
a+ | f | convergente ⇒

∫ b
a+ f convergente.

Ej.
∫ 1

0+
cos2x
x3/4 dx converge, pues 0≤ cos2x

x3/4 ≤ 1
x3/4 e

∫ 1
0+

1
x3/4 converge (o porque cos2x/x3/4

1/x3/4 →
x→0+

1 ).

Ej.
∫ 7

2+
dx

x3−8 diverge, pues se parece cerca de x = 2 a
∫ 7

2+
dx

x−2 divergente:
1/[x3−8]
1/[x−2] = 1

x2+2x+4 →x→2
1

12 o L’Hôpital.

Ej.
∫ 3

0+
dx

senx . Cerca de 0 el senx∼ x : 1/senx
1/x →

x→0
1 . Como

∫ 3
0+

dx
x diverge, la dada diverge.

Ej. La
∫

∞

0+
senx√

x dx de antes, no plantea problemas en x = 0 , a pesar de anularse su
denominador, pues se parece cerca de 0 a

√
x que no sólo converge, es continua.

Ej.
∫ 1

0+(logx)2dx es convergente, pues (logx)2

1/
√

x = (x1/4 logx)2 →
x→0+

0 (lo sabemos desde 4.4),

con lo que la nuestra es más pequeña que una convergente. Y podemos hallar su valor:∫
(logx)2dx = x(logx)2−2

∫
x logxdx = x(logx)2−2x logx+2x⇒

∫ 1
0+(logx)2dx = 2
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Hay otras integrales que reúnen más de un tipo de impropiedad:
∫

∞

−∞
,

∫
∞

a+ ,
∫ b−

a+ , ...
Cada integral de estas se dice convergente si, dividido el intervalo en subintervalos tales
que en cada uno de ellos haya una única impropiedad, todas las integrales resultantes
convergen. Por ejemplo, si f es continua en todo R:∫

∞

−∞
f converge ⇔

∫ 0
−∞

f e
∫

∞

0 f convergen y su valor es
∫

∞

−∞
f =

∫ 0
−∞

f +
∫

∞

0 f

[esta integral no se define como lı́m
b→∞

∫ b
−b f que podŕıa existir a pesar de ser

∫
∞

−∞
f divergente;

a ese ĺımite de las integrales calculadas en intervalos simétricos [−b,b] , si existe, se le llama
valor principal de Cauchy de la integral y aparece en matemáticas más avanzadas].

Ej.
∫

∞

−∞
senxdx diverge, pues

∫
∞

0 senxdx = lı́m
b→∞

[1− cosb] no existe (y tampoco existe
∫ 0
−∞

senxdx ).

[Śı existe el valor principal de Cauchy:

VP
∫

∞

−∞
senxdx = lı́m

b→∞

∫ b
−b senxdx = 0 (senx es impar)].

b
–b 0

senx

Ej.
∫

∞

0+
arctanx
x+x2 .

∫
∞

1 es convergente pues comporta como
∫

∞

1
dx
x2 convergente [ arctanx/x+x2

1/x2 →
x→∞

π

2 ]

Cerca de 0 : arctanx
x+x2 ∼ 1

1+x con ĺımite finito ⇒
∫ 1

0+ converge.

Como convergen las dos,
∫

∞

0+ converge.

1/x2

–1 1
! área

! área

1
1/x

1 1/

1/x2

"x
_

Ej.
∫

∞

0+
dx
xs =

∫ 1
0+ +

∫
∞

1 diverge ∀s :

Si s>1 converge la de ∞ , pero diverge la de 0+,
si s<1 ocurre al revés y si s=1 divergen ambas.

Ej.
∫ 1
−1

dx
x2 no es una integral normal y ni siquiera existe

como impropia, pues no convergen ni
∫ 0
−1 ni

∫ 1
0 .

(Tampoco existe el VP de Cauchy de la impropia,
definido en estos casos por lı́m

b→0
[
∫ b
−1 f +

∫ 1
b f ] ).

Ej.
∫

∞

1+
xdx√
x4−1

.
∫ 2

1+ converge (pues x√
x−1
√

x3+x2+x+1
∼
1+

x
2
√

x−1
), pero

∫
∞

2 diverge (pues ∼
∞

1
x ).

Por tanto, la inicial diverge (insistimos en que deben converger las dos para ser convergente).

Ej.
∫

∞

0+
1−e−x2

x2 dx converge, pues lo hacen
∫ 1

0+ (tiene ĺımite en x = 0 ) e
∫

∞

1 (es 0≤ 1−e−x2

x2 ≤ 1
x2 ).

Ej. Γ(x) =
∫

∞

0 tx−1e−tdt . En x = 0 converge si y sólo si x > 0 (pues se parece a
∫

∞

0 tx−1dt ).

En ∞ converge siempre: tx−1e−t

t−2
tx+1

et →
t→∞

0 ∀x e
∫

∞

1
dt
t2 converge. La

∫
∞

0 inicial converge ∀x > 0 .

La Γ(x) (función gamma) definida por esta impropia generaliza el factorial:

Γ(x+1) =
∫

∞

0 txe−tdt =
partes

−txe−t ]∞0 + x
∫

∞

0 tx−1e−t = xΓ(x)

y por tanto Γ(n+1) = nΓ(n) = n(n−1)Γ(n−1) = n(n−1) · · ·2 ·1 ·Γ(1) = n! , si n∈N ,

pues Γ(1) =
∫

∞

0 t0e−tdt = 1 .

Ej.
∫

∞

0+
1−cosx
x3 logx dx . Plantea problemas en 0+, 1± , ∞ . Para converger, deben hacerlo las cuatro.

Analizamos todas: En 0+ : ∼
∫ dx

x logx = log(| logx|) →
x→0+

−∞ (diverge).

En 1± : ∼
∫ dx

logx ∼
∫ dx

x−1 (divergen ambas). En ∞ : ≤
∫ dx

x3 (converge).
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5.5. Integración aproximada

Como sabemos, funciones integrables pueden no tener primitivas elementales o exigir
un cálculo muy largo. Pero en muchas ocasiones, sólo se necesita el valor aproximado
de una integral definida (en otras, simplemente, cotas de dicha integral). Las Un y Ln

de la sección 5.1 (y algún teorema con desigualdades visto en ella) nos daban ya alguna
(mala) estimación, pero será más preciso utilizar series de Taylor o utilizar las fórmulas
sencillas (sobre todo para los ordenadores) de los trapecios o de Simpson que veremos
al final de esta sección.

Integración de series de Taylor.
Estas series se pod́ıan derivar término a término (en el intervalo de convergencia). Veamos
que también se pueden integrar término a término en ese intervalo (de nuevo como si se
tratasen de ’polinomios infinitos’). Esto será consecuencia de los siguientes resultados:

Teorema:
Sea { fn} sucesión de funciones continuas que converge uniformemente
hacia f en [a,b] . Entonces

∫ b
a f = lı́m

n→∞

∫ b
a fn .

Sea ε > 0 . Existe un N tal que si n≥N entonces | f (x)− fn(x)|< ε

b−a para todo x∈ [a,b] .

Si n≥ N ,
∣∣∣∫ b

a f (x)dx−
∫ b

a fn(x)dx
∣∣∣≤ ∫ b

a | f (x)− fn(x)|dx <
∫ b

a
ε

b−a dx = ε .

Este resultado es falso si la sucesión de funciones converge sólo puntualmente (el ĺımite
de las integrales puede ser distinto de la integral del ĺımite) como para la siguiente { fn}:

4

3

2

1

1/21/31/4 1

Ej. fn(x) =


2n2x , 0≤ x≤ 1/2n
2n−2n2x , 1/2n≤ x≤ 1/n
0 , 1/n≤ x≤ 1

.

La gráfica de cada fn es un triángulo isósceles de altura n sobre
el intervalo [0, 1

n ] y vale 0 en el resto de [0,1] ; el área encerrada
por cada fn es 1

2 para todo n . El ĺımite puntual de las fn es
f (x) = 0 para todo x ∈ [0,1] ya que para cada x , a partir de un
N todas las fn(x) = 0 y fn(0) = 0 ∀n . Está claro que { fn} no
converge uniformemente y que se tiene:

0 =
∫ 1

0 fn 6= lı́m
n→∞

∫ 1
0 fn = 1

2

Como consecuencia inmediata de lo anterior, tenemos que:
Teorema:

Si
∞

∑
n=1

fn converge uniformemente hacia f en [a,b] entonces
∫ b

a f =
∞

∑
n=1

∫ b
a fn

Ej. Como f (x) =
∞

∑
n=1

sennx
n2 converge uniformemente en todo R, es

∫
π

0 f =
∞

∑
n=1

∫
π

0
sennx

n2 =
∞

∑
n=1

2
[2n−1]3

Y en el caso particular de las series de potencias concluimos:

Teorema:
Si f (x)=

∞

∑
n=0

anxn para |x|<R⇒∫ x
0 f (t)dt =

∞

∑
n=0

∫ x
0 antndt =

∞

∑
n=0

an
n+1 xn+1 = a0x+ a1

2 x2 + a2
3 x3 + · · · si |x|<R .

Pues en [−x,x] sabemos que la serie converge uniformemente.
[Fuera de (−R,R) la serie no convergerá y no servirá para aproximar niguna integral].[

El conjunto de las primitivas de f será, desde luego:
∫

f (x)dx = C +a0x+ a1
2 x2 + a2

3 x3 + · · ·
]
.
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Ej. Calculemos aproximadamente
∫ 1

0 senx2dx (función sin primitiva elemental). Tenemos que:∫ x
0 sen t2dt =

∫ x
0 [t2− 1

3! t
6 + 1

5! t
10− 1

7! t
14 + · · · ]dt = 1

3 x3− 1
42 x7 + 1

1320 x11− 1
75600 x15 + · · · ∀x

→
∫ 1

0 sen t2dt = 1
3 −

1
42 + 1

1320 −
1

75600 + · · ·
y podemos aproximar la integral con las sumas parciales de esta serie alternada decreciente:∫ 1

0 ≈ 1
3 −

1
42 ≈ 0.3095 con error menor que 1

1320 ≈ 0.0007 < 10−3∫ 1
0 ≈ 1

3 −
1

42 + 1
1320 ≈ 0.310281 con error menor que 1

75600 ≈ 0.000013 ∼ 10−5∫ 1
0 ≈ 1

3 −
1

42 + 1
1320 −

1
75600 ≈ 0.310268158 con error menor que 1

9!·19 ≈ 0.000000145 ∼ 10−7

La misma serie de potencias nos da la integral para cualquier otro x . Por ejemplo, si x = 1
2 :∫ 1/2

0 sen t2dt = 1
24−

1
5376 + 1

2703360−
1

2477260800 + · · · (converge mucho más rápidamente, pues
cerca de x=0 se parece más el desarrollo).

También vemos que si x=
√

2π (≈ 2.51 ) la integral es positiva (como sospechábamos en 5.2):∫√2π

0 sen t2dt = [2π]2/3

3

[
1− 2π2

7 + 2π4

55 −
4π6

1575 + · · ·
]
≈ 5.24 [1–2.82+3.54–2.44+1.06–0.31+· · · ]

Las sumas parciales de la serie entre corchetes son: 1, -1.82, 1.72, -0.72, 0.34, 0.09,. . . (todo
va más lento ahora). Como es alternada decreciente (a partir de tercer término) su suma
está entre dos sumas parciales consecutivas, con lo que la integral es > 0. [Para dar su valor
con un error < 10−2 se ve que hay que sumar 8 términos (dos más) y se obtiene 0.43 ].

Como disponemos de su desarrollo de Taylor, aparte de las anteriores aproximaciones, po-
demos realizar otras operaciones en la que aparezca la integral, como, por ejemplo, calcular
algún ĺımite indeterminado:

lı́m
x→0

3x
∫ x

0 sen t2dt−x4

arctanx8 = lı́m
x→0

[x4− 1
14 x8+··· ]−x4

x8− 1
3 x24 =

1
14 x8+o(x8)
x8+o(x8) =− 1

14(
Por L’H más largo: lı́m

x→0
[1+ x16]

3
∫ x

0 sen t2dt+3xsenx2−4x3

arctan8x7 = lı́m
x→0

6senx2+6x2 cosx2−12x2

arctan56x6 = · · ·
)
.

Ej. Encontremos cotas racionales de I =
∫ 1

0 f si f (x) = x2e−x2
(de primitiva no calculable).

Las cotas más sencillas, pues claramente 0≤ f (x)≤ 1 , son 0 =
∫ 1

0 0≤ I ≤
∫ 1

0 1 = 1 .

Podemos mejorar la cota superior hallando el máximo de f en [0,1] :

f ′(x) = 2x(1− x2)e−x2 ⇒ máximo si x = 1 y f (1) = e−1 ⇒ I ≤
∫ 1

0 e−1 ≤ e−1 e>2.7
< 10

27

Si comparamos en [0,1] con diversas funciones integrables:

f (x)≤ x2 ⇒ I ≤ 1
3 x3

]1
0 = 1

3 (mejor que la anterior)

f (x)≤ xe−x2 ⇒ I ≤− 1
2 e−x2]1

0 = 1
2 [1− e−1]

e<2.8
< 1

2 [1− 10
28 ] = 9

28 (aún menor)

f (x)≤ x2e−x3 ⇒ I ≤− 1
3 e−x3]1

0 = 1
3 [1− e−1] < 1

3 [1− 10
28 ] = 3

14 (más pequeña aún)

f (x)≥ x2e−x ⇒ I ≥
∫ 1

0 x2e−xdx =
partes

− [x2 +2x+2]e−x
]1

0 = 2−5e−1 > 2− 50
27 = 4

27

Pero si queremos obtener cotas con la precisión que necesitemos, lo mejor es usar Taylor:

I =
∫ 1

0
[
x2− x4 + 1

2 x6− 1
6 x8 + · · ·

]
dx = 1

3 −
1
5 + 1

14 −
1

54 + · · · ∀x

⇒ 1
3 −

1
5 = 2

15 < 1
3 −

1
5 + 1

14 −
1

54 = 176
945 < · · ·< I < · · ·< 1

3 −
1
5 + 1

14 = 43
210 < 1

3

La cota inferior 2
15 es peor que la obtenida comparando, pero 176

945 > 4
27 ya la mejora.

Y la superior 43
210 es más pequeña que la menor de las anteriores: 43

210 < 3
14 .

[Con un ordenador se consigue mucha precisión ( I ≈ 0.189472 ), nosotros hemos conseguido
sólo deducir que 176

945 ≈ 0.186 < I < 43
210 ≈ 0.205 ; pero nos costaŕıa poco sumar más términos].

http://alqua.org/libredoc/CAL1 93

http://alqua.org/libredoc/CAL1


5. Integración en R

Para aplicar cualquiera de los dos métodos siguientes no necesitamos la expresión anaĺıtica de f ;
nos bastan algunos de sus valores [situación que experimentalmente se presenta a menudo].

f

a a+h b
a+kh a+(k+1)h

h

f(a+kh)

f(a+[k+1]h)

T
f

h

Fórmula de los trapecios:

Dividimos [a,b] en n partes iguales de anchura b−a
n =h .

Como aproximación de
∫ a+[k+1]h

a+kh f tomamos el área del

trapecio T de la figura: h
2 [ f (a+kh)+ f (a+[k+1]h)] .

Entonces
∫ b

a f será aproximadamente igual a la suma
de las áreas del los n trapecios:∫ b

a f ≈ h
2 [ f (a)+ f (a+h)]+ h

2 [ f (a+h)+ f (a+2h)]+ · · ·+ h
2 [ f (a+[n−1]h)+ f (a+nh)] ,

a b
1 2 2 2 2 1∫ b

a f ≈ h
2 [ f (a)+2 f (a+h)+2 f (a+2h)+ · · ·+2 f (a+[n−1]h)+ f (b)]

Fórmula de Simpson:
Una aproximación mejor se tendrá si, dividido [a,b] en un número par n = 2m de partes
iguales de longitud h = b−a

n = b−a
2m , en vez de sustituir cada trozo de f por una recta, la

sustituimos por la parábola que interpola la gráfica de f en tres puntos consecutivos:

Q

f

2

hh
x0 x1 x2

x0 = a+kh , x1 = a+[k+1]h = x0+h y x2 = a+[k+2]h = x0+2h ,

es decir, por el polinomio: Q2(x) = A0 +A1(x− x0)+A2(x− x0)(x− x1) ,

con: A0 = f (x0) , A1 = 1
h [ f (x1)− f (x0)] , A2 = 1

2h2 [ f (x2)−2 f (x1)+ f (x0)] .

Integrando Q2 se tiene tras algunos cálculos:∫ a+[k+2]h
a+kh f ≈

∫ x0+2h
x0

Q2(x)dx = 2hA0 +2h2A1 + 2
3 h3A1 = h

3 [ f (x0)+4 f (x0 +h)+ f (x0 +2h)]

a b
1 4 2 4 2 12 4

Y sumando las m integrales anteriores obtenemos:∫ b
a f ≈ h

3 [ f (a)+4 f (a+h)+2 f (a+2h)+4 f (a+3h)+2 f (a+4h)+ · · ·+4 f (a+[n−1]h)+ f (b)]

Si se quiere utilizar con seriedad un método numérico se debe hablar del error cometido. Demos
algún resultado sin demostración. La estimación por trapecios es exacta si f (x) es una recta,
función con f ′′ = 0 . No es de extrañar que el error dependa de f ′′ . Puede probarse que:

Si | f ′′(x)| ≤M2 para x ∈ [a,b] entonces: |error| ≤ 1
12 (b−a)M2h2

Se prueba que Simpson es exacto si f (x) = a+bx+ cx2 +dx3 y que:

Si | f (4)(x)| ≤M4 para x ∈ [a,b] entonces: |error| ≤ 1
180 (b−a)M4h4

Se ve que ambos métodos mejoran, como era esperable, cuando h→ 0, más rápidamente Simpson
ya que h4 tiende más fuertemente a 0 que h2. Como las cuentas a realizar en ambos casos son casi
las mismas, será mejor acudir a Simpson si tenemos que aproximar una integral (hay métodos
mucho mejores, pero también más complicados).

Ej. Poco práctico, para comparar y ver si funcionan los métodos. Aproximemos
∫ 1

0
4dx

1+x2 (= π) :

Trapecios: h = 1
2 , n = 2 :

∫ 1
0 ≈ 4

4

[
1+2 4

5 + 1
2

]
= 31

10 = 3.1

h = 1
4 , n = 4 :

∫ 1
0 ≈ 4

8

[
1+2 16

17 +2 4
5 +2 16

25 + 4
5

]
≈ 3.1312

Simpson: h = 1
2 , n = 2 :

∫ 1
0 ≈ 4

6

[
1+4 4

5 + 1
2

]
= 47

15 ≈ 3.13

h = 1
4 , n = 4 :

∫ 1
0 ≈ 4

12

[
1+4 16

17 +2 4
5 +4 16

25 + 4
5

]
≈ 3.14157
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5.5. Integración aproximada

Ej. Calculemos ahora aproximadamente
∫ 1

0 senx2dx (ya estimada utilizando Taylor):

h = 1
2 T.

∫ 1
0 ≈ 1

4 [0+2sen 1
4 + sen1]≈ 0.334 S.

∫ 1
0 ≈ 1

6 [0+4sen 1
4 + sen1]≈ 0.305

h = 1
4 T.

∫ 1
0 ≈ 1

8 [0+2sen 1
16 +2sen 1

4 +2sen 9
16 + sen1]≈ 0.316

S.
∫ 1

0 ≈ 1
12 [0+4sen 1

16 +2sen 1
4 +4sen 9

16 + sen1]≈ 0.3099

h = 1
6 T.

∫ 1
0 ≈ 1

12 [0+2sen 1
36 +2sen 1

9 + · · ·+ sen1]≈ 0.313

S.
∫ 1

0 ≈ 1
18 [0+4sen 1

36 +2sen 1
9 + · · ·+ sen1]≈ 0.310205

h = 1
100 T.

∫ 1
0 ≈ 0.3105 S.

∫ 1
0 ≈ 0.3102683009

h = 1
1000 T.

∫ 1
0 ≈ 0.31026839 S.

∫ 1
0 ≈ 0.3102683017

[estos últimos valores exigen, desde luego, o una enorme paciencia o un ordenador]

Como f ′′(x) = 2cosx2−4x2 senx2 , f (4)(x) = (16x4−12)senx2−48x2 cosx2 , en [0,1] es
| f ′′| ≤ 6 , | f (4)| ≤ 4|4x4−3|+ |48x2| ≤ 60→ |errorT|≤ 1

2 h2 ; |errorS|≤ 1
2 h4

[Para aproximar la integral de 5.2,
∫√2π

0 sen t2dt , Simpson con n = 2 y n = 4 da,
respectivamente, 1.67 (la gráfica se parece muy poco a una parábola) y 0.42 ].

Ej. Para la otra integral que aproximamos con Taylor I =
∫ 1

0 x2e−x2
Simpson da unos muy buenos

resultados:

n = 2 → I ≈ 1
6 [0+ e−1/4 + e−1]≈ 0.191

n = 4 → I ≈ 1
12 [0+ 1

4 e−1/16 + 1
2 e−1/4 + 9

4 e−9/16 + e−1]≈ 0.18951 ].

[lo largo de Simpson es acotar el error (tampoco sabemos con Taylor si sale serie no alternada)]

En los siguientes ejemplos (y en algunos de la próxima sección) además de repasar temas ante-
riores estimaremos el valor de varias integrales utilizando Taylor, Simpson,... (u otras ideas):

Ej. Si f (x) = 2x
8−x2 , hallemos de diversas formas racionales que aproximen la integral I =

∫ 1
0 f

con un error menor que 10−2 (sin calculadora).

Parece inútil aproximarla si podemos fácilmente dar el valor exacto: I=− log|8−x2|
]1

0 = log 8
7 .

El problema es que, sin calculadora, no sabemos el valor de ese logaritmo. Pero por Taylor:

log(1+ 1
7 ) = 1

7 −
1

2·49 + 1
3·243 −·· · serie de Leibniz → I ≈ 13

98 , con error < 1
729 < 10−2 .

Podŕıamos también desarrollar primero el integrando y luego integrar la serie:

2x
8−x2 = x

4
1

1−x2/8 = x
4

∞

∑
n=0

[ x2

8

]n
= x

4 + x3

32 + x5

256 + · · · → I = 1
8 + 1

128 + 1
1536 + · · ·=

∞

∑
n=1

1
n8n

El problema de esta serie (que, desde luego, debe sumar lo mismo) es que no es alternada, lo
que hace menos fácil y mecánico estimar los errores.

Sumando dos términos I ≈ 17
128 , el error cometido es

∞

∑
n=3

1
n8n < 1

3·83

∞

∑
n=3

[ 1
8 ]n = 1

3·7·82 < 10−2 .

Probablemente Simpson daŕıa un error admisible con ya con h = 1
2 , pero necesitaŕıamos acotar

la f (4) , lo que es largo. Probemos con Trapecios que hay que derivar menos:

f ′ = 2 8+x2

[8−x2]2
, f ′′ = 4 x[24+x2]

[8−x2]3
→ en [0,1] es | f ′′| ≤ 100

73 → |error| ≤ 100
12·343 h2 →

basta tomar h = 1
2 → I ≈ [ f (0)+2 f ( 1

2 )+ f (1)] = 1
4 [0+ 8

31 + 2
7 ] = 59

434 con error < 10−2 .
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5. Integración en R

Ej. Dibujar la gráfica de r(x)= x−1
x4+1 y encontrar, si existen, los x en los que la función

R(x) =
∫ x

0 r , con x∈ [0,∞) , alcanza sus extremos.

r∈C∞(R) . r(x)→ 0
x→±∞

. r(x) >
< 0 si x >

< 1 . r′(x)=−3x4−4x3−1
[x4+1]2

, r′′(x)=−4x2[3x5−5x4−5x+3]
[x4+1]3

.

P = 3x4−4x3−1 tiene 1 ráız positiva x+ [++−] y 1 negativa x− [+−−].

P(−1) =−6 , P(0) = 1 , P(1) = 2 , P(2) =−15 ⇒ x− ∈ [−1,0] y x+ ∈ [1,2]

⇒ r decrece hasta x− , crece hasta x+ y decrece a partir de entonces.

x =−1 inflexión; en x = 0 no hay (no cambia de signo r′′ ); los otros puntos de inflexión los
daŕıan las ráıces (ya no hay más enteras y negativas sólo la −1 ) de 3x4−8x3 +8x2−8x+3

–1

1
–1 – x

+x 2

 

(se pueden hallar haciendo z = x+ 1
x ).

Valores: r(−2) =− 3
17 , r(2) = 1

17 ,

r(−1) =−1, r(0) =−1 (Rolle confirma x− );

r′(−1) =− 3
2 , r′(0) = 1 (otra vez x− ),...

A la vista de la gráfica de r : R decrece si 0≤ x≤ 1 [añadimos áreas negativas] y luego crece
[lo mismo se deduce del signo ya analizado de R′(x) = r(x) ]. El mı́nimo se da, pues, si x = 1 .

Aproximemos el valor de R(1) :

Por Simpson con h = 1/2 : I1 ≡
∫ 1

0 r ≈ 1
6 [−1− 4·8

17 +0] =− 49
102 ≈ -0.480 (sin cota del error)

Por Taylor: r(x) = [x−1][1− x4 + x8−·· · ] =−1+ x+ x4− x5− x8 + · · · si |x|< 1→
?

I1 =−1+ 1
2 + 1

5 −
1
6 −

1
9 + 1

10 + 1
13 + · · ·

[en principio, no sabemos si podamos integrar hasta x=1 (ah́ı diverge la serie de r ),
pero parece que va bien, pues la serie de I1 converge:

S1 =−1 < S5 ≈−0.578< · · ·< I1 < · · ·< S7 ≈−0.401< S3 =−0.3 (coherente con Simpson)]

Podŕıa no haber máximo de R ( [0,∞) es no acotado). Si la integral impropia entre 1 e
∞ fuese divergente (que no lo es pues r(x) se parece a x−3 en el ∞ ), la R tendeŕıa a ∞ ;
si fuese convergente y tendiese a un valor I2 mayor que |I1| , R tendeŕıa hacia I1 + I2 > 0
(valor que no alcanzaŕıa); y si converge hacia un valor menor que |I1| entonces el máximo
se alcanza en x = 0 (y vale R(0) = 0 ). Veamos que esto último es lo que sucede realmente:

f≥0 en [1,∞) . El criterio de comparación por desigualdades da cotas fáciles de la impropia:

I2 ≡
∫

∞

1 r <
∫

∞

1
x

x4+1 =
[
arctanx2

]∞

1 = 1
2 [π

2 −
π

4 ] = π

8 < 0.4 , o bien:

I2 <
∫

∞

1
x−1
x4 =

[
1

3x3 − 1
2x2

]∞

1
= 1

2 −
1
3 = 1

6 <0.17 , bastante mejor cota.

R(x) →
x→∞

∫ 1
0 f +

∫
∞

1 f = I1 + I2 < 0 , como se deduce de las cotas halladas ⇒ el máximo es R(0) .

[Con mucho esfuerzo podŕıamos hallar la primitiva R y el valor exacto de ambas integrales.
Lo primero es factorizar el denominador, para lo que necesitamos las ráıces de x4 = −1 .
Probando con a±bi en x2 =±i o, mejor, utilizando las fórmulas para ráıces de complejos
del próximo caṕıtulo obtenemos que son (±1± i)/

√
2 . Aśı:

R(x) =
∫ x

0
tdt

t4+1 =
∫ x

0
tdt

[t2+
√

2t+1][t2−
√

2t+1]
= · · ·

= arctanx2−
√

2
8 log x2+

√
2x+1

x2−
√

2x+1
−
√

2
4 [arctan(x

√
2+1)+ arctan(x

√
2−1)]

Con calculadora obtenemos: I1 ≈−0.474 (buena aproximación la de Simpson), I2 ≈ 0.149 ].
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5.6. Aplicaciones

5.6. Aplicaciones

Áreas planas
Ya vimos que la integral no es exactamente un área, sino una suma de áreas con signo.
Por tanto, para hallar el área encerrada entre el eje y=0 y la gráfica de una función f
habrá que sumar las integrales de f en los intervalos en que esté por encima del eje y
restar las integrales cuando f quede por debajo. Esto es equivalente a integrar | f | . Aśı:

Ej. Hallar el área de la región encerrada entre el eje horizontal y la gráfica de f (x) = x3− x .

1–1

f|f|
Área =

∫ 1
−1 | f |=

∫ 0
−1 f −

∫ 1
0 f =

f impar
−2

∫ 1
0 f = 2

∫ 1
0 (x− x3)dx = 1

2

[la
∫ 1
−1 f (que es 0 por ser f impar) no representa el área rayada]

Ej. Determinar el área de la región acotada limitada por los ejes y la gráfica de h(x) = tan(x−1).

0
1

tan(x–1)

1–!/2 1+!/2

[Sabemos que la gráfica es la de tanx trasladada una unidad a la derecha]

Área =
∫ 1

0 |h|=−
∫ 1

0 tan(x−1)dx = log |cos(x−1)| ]10 =− log(cos1) > 0

(porque cos1 < 1 ; las áreas deben salir siempre positivas)

Más en general, el área comprendida entre las gráficas de f y g

en el intervalo [a,b] viene dada por
∫ b

a | f −g|

Ej. Determinar el área de la región encerrada entre las gráficas de f (x) = x2−2x y g(x) = x .

3

3
–1 f

g
x=1+! x=1–! – – 

Las gráficas se cortan si x2−2x = x ⇔ x = 0 (y = 0) ó x = 3 (y = 3).

En [0,−3] la gráfica de g está por encima de la de f , por tanto:

A =
∫ 3

0 [g− f ] =
∫ 3

0 (3x− x2)dx = 9
2

O bien de otra forma (más complicada en este caso, pero mejor en
otros), integrando respecto a y : y = x2−2x↔ x = 1±

√
1+ y→

A =
∫ 0
−1

[
1+

√
1+ y− (1−

√
1+ y)

]
dy+

∫ 3
0

[
1+

√
1+ y− y

]
dy

=
[ 4

3 (1+ y)3/2
]0
−1 +

[
y+ 2

3 (1+ y)3/2− y2

2

]3

0
= 9

2

Ej. Hallar (sin calculadora) con un error menor que 0.04 el valor aproximado del área de la región
acotada por la gráfica de h(x) = arctanx2 y la recta y = π

4 .

!/4

!/2

1–1 0

h
h par , h →

|x|→∞

π

2 , h′(x) = 2x
1+x4 (crece si x > 0 ) →

corta y= π

4 sólo si x=±1 → Área = π

2 −2
∫ 1

0 arctan(x2)dx .

Hallar la primitiva es posible pero largo:∫
arctan(x2)dx = xarctan(x2)−

∫ 2x2dx
1+x4 = · · ·

[y los log y arctan del resultado no podŕıamos evaluarlos sin calculadora].

Con trapecios o Simpson salen valores desconocidos del arctan (y seŕıa largo acotar el error).
Mejor integramos el desarrollo de Taylor [se puede llegar hasta x=1 ] y utilizamos la serie
alternada que sale:

2
∫ 1

0 [x2− 1
3 x6 + 1

5 x10− 1
7 x14 + · · · ]dx = 2

3 −
2

21 + 2
55 −·· · ≈

4
7 , con error < 2

55 < 2
50 = 0.04

Por tanto, Área ≈ 1.571–0.571 = 1.00 con error < 0.04 (con ordenador: Área ≈ 0.974991 ).
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5. Integración en R

Áreas en coordenadas polares.

x

y

x

y

!=arctan– y
x

 "+arctan– y
x

r

 Un punto P del plano de coordenadas cartesianas (x,y) se
puede describir además por un par de coordenadas polares
(r,θ) siendo r la distancia de P al origen y θ el ángulo en
radianes comprendido entre el semieje de las x positivas y
la semirrecta que une el origen con P . Unas coordenadas se
pueden obtener de otras utilizando que:

x = r cosθ , y = r senθ ↔ r =
√

x2 + y2 , θ = arctan y
x [+π] , si θ ∈ (−π

2 , π

2 ) [θ ∈ (π

2 , 3π

2 )]

!="

r=M
r=m

!=#

1
1

r=f(!)

Para hallar el área de una región R como la del dibujo, acotada
por las semirrectas θ = α , θ = β y la curva r = f (θ) , con
f (θ)≥ 0 , dividamos el ángulo β −α en n partes iguales (de
longitud ∆θ ). Como el área de un sector circular de radio r
y ángulo θ es r2θ/2 , si mk y Mk son el mı́nimo y el máximo
de f (θ) en cada sectorcillo, se tiene que el área de cada uno
de ellos está comprendida entre m2

k∆θ y M2
k ∆θ → ∑m2

k∆θ ≤
área de R≤∑M2

k ∆θ . Como estas sumas son las sumas inferior
y superior de f 2 en [α,β ] deducimos que:

Área de R = 1
2
∫

β

α
[ f (θ)]2dθ

–2

3

40 1

Ej. Hallar el área de la región acotada por la curva r = 3+ cosθ .

A =
∫ 2π

0 [3+ cosθ ]2dθ =
∫ 2π

0 [9+6cosθ + 1
2 cos2θ ]dθ = 19π

2

R no es el ćırculo de centro (1,0) y radio 3 , con área 9π y expresión
en polares: r2−2r cosθ −8 = 0→ r = cosθ +

√
cos2 θ ; la curva dada

en cartesianas es muy complicada: x2 + y2− x = 3
√

x2 + y2.

De forma similar a las del área en polares se prueban las otras fórmulas de la sección:

a b

f(x) longitud=LLongitud de la gráfica
de f en el intervalo [a,b] : L=

∫ b
a

√
1+[ f ′(x)]2 dx ,

(Lo natural es probar la fórmula estudiando las ’integrales de ĺınea’).

0 1

1
y=x2

Ej. Hallar la longitud del tramo de parábola y=x2 que une los puntos (0,0) y (1,1).

L =
∫ 1

0

√
1+4x2 dx =

[
u=2x+

√
1+4x2

]
= 1

8
∫ 2+

√
5

1
[1+u2]2

u3 du =
√

5
2 + log2+

√
5

4 ≈ 1.48

Ej. Probar que la longitud L del tramo de y=x3 que une (0,0) y ( 1
2 , 1

8 ) cumple 1
2 <L< 9

16 .

1/2

1/8

y=x3

1/2

5/4 f
1

y′ = 3x2 → L =
∫ 1/2

0

√
1+9x4 dx (primitiva no calculable).

f (x)≡ [1+9x4]1/2 = 1+ 9
2 x4− 81

8 x8 + · · · si |9x4|<1⇔ |x|< 1√
3

→ L = [x+ 9
10 x5− 9

8 x9 + · · · ]1/2
0 = 1

2 + 9
320 −

9
4096 + · · · ,

[válido por estar [0,1/2] dentro del intervalo de convergencia]. La
serie de L es decreciente y alternada a partir de segundo término

→ 1
2 = S1 < S3 < · · ·< L < · · ·< S2 = 169

320 < 9
16 .

De otra forma (la integral puede describir el área limitada por f en [0,1/2] ):
área rectángulo = 1

2 < L área trapecio = 9
16 [es fácil ver que f es convexa en ese intervalo].

[La acotación L > 1/2 era clara geométricamente antes de hacer ninguna cuenta].
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5.6. Aplicaciones

Volúmenes (sencillos):

a bx

A(x)

El instrumento natural para calcular volúmenes son las integra-
les múltiples del cálculo en varias variables, pero para hallar
algunos bastan integrales de funciones de una variable.

Volumen de un sólido que se extiende desde x=a hasta x=b ,

conocida el área A(x) de cada sección plana: V =
∫ b

a A(x)dx

2x

2

–2

2–2
x Ej. Un sólido tiene base circular de radio 2. Cada sección producida por

un plano perpendicular a un diámetro fijo es un triángulo equilátero.
Calcular el volumen del sólido.

A(x)= área triángulo de base 2
√

4−x2 =
√

3(4−x2), V =2
∫ 2

0 A(x)dx = 32
√

3
3

f(x)

a b

En particular, volumen de un sólido de revolución engendrado
al girar en torno al eje x la región comprendida entre la gráfica de
f ( f (x) ≥ 0 ) y el eje x en [a,b] . El área de cada sección [ćırculo
de radio f (x) ] es

A(x) = π[ f (x)]2 . Por tanto, V = π
∫ b

a [ f (x)]2dx

1
b

Ej. El volumen obtenido al girar la región determinada por
g(x) = 1

x y el eje x en el intervalo [1,b] , b>1 es

Vb = π
∫ b

1 [ 1
x ]2dx = π[1− 1

b ] . Observemos que Vb → π
b→∞

:

el volumen del sólido infinito es finito (impropia convergente).

Valor medio de una función en un intervalo; se define: M = 1
b−a

∫ b
a f (x)dx

a b

M(si f ≥ 0 , es la altura de un rectángulo de base b−a
y área igual a la limitada por la gráfica de f )

!/"
2!/" Ej. Hallar el valor medio de f (x) = Asenωx en el semiperiodo [0, π

ω
] :

M = ω

π

∫ ω/π

0 Asenωxdx = 2A
π

(el valor medio en [0,2π/ω] es 0)

Trabajo de una fuerza variable: un punto se mueve en el eje x sometido a una fuerza
f (x) función sólo de x . El trabajo realizado por la fuerza f para mover el punto desde
a hasta b es

T =
∫ b

a f (x)dx

0 b
Ej. El trabajo preciso para estirar un muelle una longitud b desde

su posición de equilibrio es
∫ b

0 cxdx = 1
2 cb2.

Sea una varilla de densidad lineal variable ρ(x) que ocupa desde a hasta b . Su masa
m , su centro de gravedad x∗ y su momento de inercia I respecto a 0 son:

m =
∫ b

a ρ(x)dx , x∗ =
∫ b

a xρ(x)dx , I =
∫ b

a x2ρ(x)dx

Distancia recorrida en el intervalo de tiempo [a,b] por un móvil de velocidad v(t) :

D =
∫ b

a v(t)dt
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6. Introducción al cálculo en C

6.1. Funciones de variable compleja

No hay ningún número real x tal que x2 +1 = 0 . Para que esa ecuación tenga solución
es necesario introducir el número imaginario i : i2 = −1 . Veamos algunas propiedades
del conjunto de los números complejos C={z = a+ ib : a,b∈R} .

En C están definidas las operaciones suma y producto:
(a+ ib)+(c+ id) = (a+ c)+ i(b+d) , (a+ ib) · (c+ id) = (ac−bd)+ i(ad +bc)

Con estas dos operaciones C es un cuerpo: + y · son asociativas y conmutativas, existe
la distributiva, existen elementos neutros ( z+0 = z y z ·1 = z ) e inversos:

∀z = a+ ib ∃ − z =−a− ib tal que z+(−z) = 0

∀z 6= 0 ∃z−1 = a
a2+b2 − i b

a2+b2 tal que z · z−1 = 1

Se define diferencia y cociente de complejos como: z−w = z+(−w) , z
w = z ·w−1 si w 6=0 .

[No se puede, a diferencia de R, definir un orden en C compatible con las operaciones anteriores].

Dado z = x+ iy , el conjugado de z es z = x− iy ; y el módulo de z es |z|=
√

x2+y2 .

|w|

|z–w|

|z|
z=x+iy

z=x–iy-
x

y

z+w

w

!

Representando cada número complejo z = x+ iy como el pun-
to del plano de coordenadas (x,y) , es fácil ver que el complejo
suma z + w está en el vértice opuesto al origen de un parale-
logramo dos de cuyos lados son los segmentos que unen z y w
con O = (0,0) . El conjugado de z es la reflexión de z respec-
to de y = 0 . El módulo es la distancia desde z al origen. La
distancia de z a w viene dada por |z−w| .

Algunas propiedades de demostración inmediata son:

z = z , z+w = z+w , −z =−z , z ·w = z ·w , z−1 = (z)−1 , |z|2 = z · z , |z ·w|= |z| · |w|

Más dif́ıcil es probar (ver Spivak): |z+w| ≤ |z|+ |w| (el significado geométrico es claro).

Un z se puede describir con coordenadas polares: z = x+ iy = r(cosθ + i senθ) , donde
r = |z| y θ es el ángulo que forma el segmento Oz con el eje x positivo. El θ no es único:
todos los θ + 2kπ nos dan el mismo z . Cualquiera de ellos se llama argumento de z .
El argumento principal es el θ con 0≤θ <2π . El θ se halla utilizando que tanθ = y

x
y mirando el cuadrante en que está el z .

Ej. Para z =−2+2i es |z|= 2
√

2 ; como tanθ =−1 y z está en el tercer cuadrante, se
puede escribir z (con el argumento principal) en la forma z = 2

√
2 [cos 3π

4 + i sen 3π

4 ]
(ó con otro θ : z = 2

√
2 [cos 11π

4 + i sen 11π

4 ] ).

Más adelante veremos que si θ es cualquier real: eiθ = cosθ + i senθ (complejo de módulo
1). Esto nos proporciona una forma más corta de expresar un complejo en polares:

z = reiθ , donde r = |z| y θ es un argumento de z .
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6. Introducción al cálculo en C

s
w

z

!
r"

!+"

z.w

r.s

Las formas polares son muy útiles para efectuar productos y potencias:

Si z = reiθ , w = seiα entonces:

z ·w = rsei(θ+α) = rs [cos(θ+α)+ i sen(θ+α)] ,
z
w = r

s ei(θ−α) = r
s [cos(θ−α)+ i sen(θ−α)] ,

zn = rneinθ = rn(cosnθ + i sennθ) .

[Las dos primeras son inmediatas y la de zn se prueba por inducción].

! rn – 
2"/n

#/n

Todo z = reiθ 6= 0 tiene exactamente n ráıces n-simas distintas dadas por

n
√

z = n
√

r eiφ = n
√

r(cosφ + i senφ) con φ = θ+2kπ

n , k = 0, . . . ,n−1 .

[basta elevar a n y observar que si k = n,n+1, . . . se repiten los
ángulos de antes; vemos que las n ráıces están en los vértices
de un poĺıgono regular].

Hagamos una serie de operaciones de repaso de la aritmética compleja:

Ej. Calcular
∣∣∣ i(3−4i)

2+i

∣∣∣ . Basta hacer uso de las propiedades del módulo: | |= |i||3−4i|
|2+i| = 1·5√

5
=
√

5 .

[Vamos ahora a hacerlo dando un rodeo calculando el complejo que está dentro del módulo:
i[3+4i]

2+i = [3i−4][2−i]
[2+i][2−i] = 3−8+6i+4i

5 =−1+2i , cuyo módulo es, desde luego,
√

5 ]

Ej. Calcular w = (1− i)6 , directamente y en polares:
w = 1+6(−i)+15(−i)2 +20(−i)3 +15(−i)4 +6(−i)5 +(−i)6 = 1−6i−15+20i+15−6i−1 = 8i

r =
√

2 , tanθ =−1→ θ = 7π

4 (θ del cuarto cuadrante) →
(√

2ei7π/4
)6

= 8ei21π/2 = 8eiπ/2 = 8i

! 53 – 
"

Ej. Hallar las ráıces cúbicas de z = 7+i
1−i .

Podemos hacer: z = [7+i][1+i]
[1−i][1+i] = 6+8i

2 = 3+4i = 5ei arctan(4/3) . O bien,

7+ i = 5
√

2ei arctan(1/7) , 1− i =
√

2e−i7π/4 → z = 5ei [arctan(1/7)+π/4]

[las dos expresiones de z coinciden, pues arctanx+ arctany = arctan x+y
1−xy ]

Por tanto, 3
√

z = 3√5eiφ donde φ = arctan(4/3)+2kπ

3 , k = 0,1,2 . Con calculadora:

θ = arctan 4
3 ≈ 0.927 ; φ ≈ 0.309, 2.403, 4.498 → z≈ 1.63+0.52 i, −1.26+1.15 i, −0.36−1.67 i

Ej. Factorizar el polinomio real x4 +1 (lo hab́ıamos necesitado para hallar una primitiva de 5.5).
Las ráıces del polinomio son las 4 ráıces de −1 = 1eiπ que son 4√1eiφ con φ = π

4 , 3π

4 , 5π

4 , 7π

4 .

Es decir, z1,2 =
√

2
2 [1± i ] , z3,4 =

√
2

2 [−1± i ] , complejos conjugados dos a dos, como deb́ıan

(a las mismas ráıces llegaŕıamos buscando los z tales que z2 =±i , pero seŕıa mucho más largo).
Por tanto: x4 +1 = [(x− z1)(x− z2)][(x− z3)(x− z4)] = [x2− (z1 + z2)x+ z1z2][x2− (z3 + z4)x+ z3z4]

→ x4 +1 = [x2−
√

2x+1][x2 +
√

2x+1]

Ej. Hallar las ráıces de la ecuación z2− iz−1− i = 0 . La fórmula z = 1
2a [−b±

√
b2−4ac ] sigue

siendo válida interpretando ±
√

b2−4ac como las dos ráıces del complejo (no tiene sentido
decir ‘la ráız positiva’ de un complejo). En nuestro caso: z = 1

2 [ i±
√

3+4i ] . Trabajemos en
cartesianas: buscamos z = x+ iy tal que sea z2 = x2−y2 +2xy i = 3+4i . Debe ser x2−y2 = 3
y 2xy = 4 . Hay dos soluciones reales de este sistema: x = 2, y = 1 y x = −2, y = −1 . [En
polares obtendŕıamos

√
5eiφ , φ = arctan(4/3)

2 +kπ , k=0,1 , que deben coincidir con ±(2+ i) ].

Las ráıces buscadas son: z = 1
2 [ i+(2+ i)] = 1+ i y z = 1

2 [ i− (2+ i)] =−1 .
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6.1. Funciones de variable compleja

i

–1

3

2

Ej. Representar en el plano complejo los z que cumplen |z− i |< 2 .
Si z = x+ iy , esto equivale a |x+ i(y−1)|< 2 ⇔ x2 +(y−1)2 < 4 .
Los z buscados son los del ćırculo sin borde de centro (0,1) y radio 2

(claro, los z que distan del complejo i menos que 2 ).

Ej. Expresar cos3θ y sen3θ en términos de cosθ y senθ utilizando potencias de complejos.

cos3θ + i sen3θ = ei3θ = [eiθ ]3 = [cosθ + i senθ ]3 = cos3 θ−3cosθ sen2 θ + i [3cos2 θ senθ−sen3 θ ]
⇒ cos3θ = 4cos3 θ −3cosθ y sen3θ = 3senθ −4sen3 θ

[sale usando sólo propiedades reales de senos y cosenos de sumas, pero es bastante más largo]

Tratemos ya las funciones de variable compleja. Una f (z) de variable compleja será
una regla que asigna a cada complejo z de un dominio un único complejo f (z) .

Como los reales son un tipo particular de números complejos podŕıamos hablar también de
funciones reales de variable compleja, si f (z) es real para cada z , o de funciones complejas
de variable real (incluso las funciones reales de variable real vistas hasta ahora se pueden
mirar como un tipo particular de funciones complejas).

Ej. f (z)=z2 , f (z)=z , f (z) = f (x+ iy) = xy+ ix son funciones complejas de variable compleja.
Una función compleja de variable real es, por ejemplo, f (x) = senx+ i thx , si x∈R .
Funciones (importantes) reales de variable compleja son:
f (z)=|z| (función ‘módulo’), Arg(z)=θ , con θ argumento principal de z (función ‘argumento’),

Re(z) = Re(x+ iy) = x , Im(z) = Im(x+ iy) = y (funciones ‘parte real’ y ‘parte imaginaria’).

Cualquier función f de valores complejos puede escribirse en la forma f = u+ iv , donde
u y v (parte real y parte imaginaria de f ) son funciones con valores reales (esto no
siempre será útil). Por ejemplo, aśı podemos expresar:

f (z) = z2 = (x2− y2)+ i(2xy) , f (z) = z = x− iy

Pintar funciones complejas es mucho más dif́ıcil que las reales. Podŕıamos dibujar flechas
entre dos planos complejos, o bien escribir el valor de f (z) sobre cada z de un plano
complejo. Las dos cosas están hechas abajo para f (z) = z2 :

i

1 44 1
i

–i

–i

–1

–4

–4

–1

4i

0
1

i

–1 1

–i

1–1

i/2
(1+i)/2

Ĺımite y continuidad se definen como en R sustituyendo valores absolutos por módulos:
Def. (ε,δ ∈R; z,a,L∈C)

lı́m
z→a

f (z) = L si ∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que si z cumple 0 < |z−a|< δ ⇒ | f (z)−L|< ε .
f es continua en a si ∀ε >0∃δ >0 tal que si z cumple |z−a|<δ ⇒ | f (z)− f (a)|<ε.

radio !
radio "

f
[Si un entorno es B(a,r) = {z∈C : |z−a|< r} , que f
es continua en a significa que podemos encontrar un
entorno de a de radio δ lo suficientemente pequeño de
forma que su imagen este contenida en un entorno de
f (a) de cualquier radio ε , por pequeño que sea ε ].
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6. Introducción al cálculo en C

Teorema:

f y g continuas en a∈C⇒ f±g , f ·g y f /g (si g(a) 6=0 ) son continuas en a .
Si f =u+iv ( u , v reales), entonces f continua en a ⇔ u y v continuas en a .

Las demostraciones del ± , · y / son iguales que las reales, ya que seguimos teniendo
la desigualdad triangular; para la otra: | f (z)− f (a)| = |[u(z)− u(a)]+ i [v(z)− v(a)]|
es pequeño si y sólo si lo son |u(z)−u(a)| y |v(z)− v(a)| .

Ej. Es fácil ver que f (z)= cte y f (z)=z son continuas en cualquier a (aśı pues, también lo son
cualquier polinomio y cualquier cociente de polinomios donde el denominador no se anula).

q
p
a

a-

Ej. Re(z)=x e Im(z)=y son continuas ∀a por el teorema anterior y porque f (z)=z lo es.

[O directamente: si a = p+ iq

|x− p|, |y−q|<
√

[x− p]2+[y−q]2 = |z−a|< ε si |z−a|< δ = ε ]

Ej. f (z) = z es continua ∀a∈C : |z−a|= |z−a|= |z−a|< ε si |z−a|< δ = ε

[o por el teorema y el ejemplo anterior: u(z) = x , v(z) =−y lo son]

[como se verá en los libros de cálculo en varias variables, una función de dos variables que
sea composición de funciones continuas será continua; aśı será fácil asegurar que lo es, por
ejemplo, f (x+ iy) = yarctan(xy)+ ixcos(x+ y) ]

casi 2! 
0 0

Hay funciones discontinuas muy sencillas como Arg(z) en cualquier a
real positivo. En cualquier entorno de a hay puntos z en que Arg(z) es
casi 2π y por tanto |Arg(z)−Arg(a)| = |Arg(z)− 0| no se puede hacer
tan pequeño como queramos [en los demás a la función śı es continua; si

el argumento principal lo hubiésemos escogido en (−π,π] conseguiŕıamos que la función Arg(z)
fuese continua en el semieje real positivo, pero la discontinuidad se trasladaŕıa al negativo].

Def. f (z) es derivable en a∈C si existe el lı́m
z→0

f (a+ z)− f (a)
z

= f ′(a)

[Definición exactamente igual que la de R; también exactamente como alĺı se prueba
que ‘derivable ⇒ continua’ y los resultados para el cálculo:

( f ±g)′ = f ′±g′ , ( f ·g)′ = f ′g+ f g′ , (1/g)′ =−g′/g2 , ( f ◦g)′(a) = f ′(g(a)) ·g′(a)

Con esto sabemos derivar polinomios y funciones racionales (más adelante también derivaremos
senz , cosz y ez , pero por ahora ni siquiera sabemos lo que son estas funciones complejas)].

Ej. Hay funciones muy sencillas no derivables como f (z) = z , pues 6 ∃ lı́m
z→0

f (z)− f (0)
z = lı́m

(x+iy)→0

x−iy
x+iy :

x−iy
x+iy cuando y = 0 vale 1 y cuando x = 0 vale −1 ; el ĺımite no puede existir pues

el cociente toma valores 1 y −1 para z tan cercanos como queramos a 0 .

[Sabiendo algo de derivadas parciales: se prueba en análisis complejo que para que una
f = u + iv sea derivable es necesario que se cumpla: ux = vy , uy = −vx (ecuaciones de
Cauchy-Riemann). Para f (z) = x− iy no se satisfacen, pues ux = 1 6= vy =−1 . De hecho,
la mayoŕıa de las funciones definidas en la forma f = u+ iv serán no derivables, pues es
mucha casualidad que u y v cualesquiera satisfagan dichas ecuaciones. Comprobemos
que śı se cumplen para una función derivable como f (z) = z2 (de derivada f ′(z) = 2z ) :
ux = 2x = vy , uy =−2y =−vx ].
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6.2. Series complejas de potencias

6.2. Series complejas de potencias

Comencemos con sucesiones {an}⊂C de complejos, o sea, funciones de N en C :

Def.
{an}→ L si para todo ε > 0 existe N natural tal que si n≥ N

entonces |an−L|< ε [ | · | módulo ]

p

a L

b b

a
1

21

2
!

Para cualquier entorno de L casi todos los puntos de {an} están dentro:

Teorema:
Sea an = bn + icn , con bn y cn reales y L = p+ iq .
Entonces {an}→ L ⇔ {bn}→ p y {cn}→ q .

⇒) ∀ε ∃N tal que si n≥N ⇒ |an−L|= |(bn−p)+ i(cn−q)|< ε ⇔ (bn−p)2 +(cn−q)2 < ε2

⇒
{

(bn−p)2 < ε2 ⇒ |bn−p|< ε

(cn−q)2 < ε2 ⇒ |cn−q|< ε

⇐) ∀ε

{
∃N1,n≥ N1 ⇒ |bn−p|< ε

2
∃N2,n≥ N2 ⇒ |cn−q|< ε

2
⇒ |an−L| ≤ |bn−p|+ |cn−q|< ε si n≥máx{N1,N2}

Como en R, una serie de complejos ∑an se dice convergente si lo es su sucesión Sn de
sumas parciales. Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:

Teorema:

an = bn + icn : ∑an converge ⇔ ∑bn y ∑cn convergen y es
∞

∑
n=1

an =
∞

∑
n=1

bn + i
∞

∑
n=1

cn

∑an es absolutamente convergente si lo hace la serie real ∑ |an| , a la que se le pueden
aplicar los criterios de convergencia de series reales conocidos. Se tiene también que:

Teorema: ∑an absolutamente convergente ⇒ ∑an convergente

Si an = bn + icn , |an|2 = |bn|2 + |cn|2 ⇒ |bn|, |cn| ≤ |an| . Por tanto:

∑ |an| convergente ⇒ ∑ |bn| y ∑ |cn| convergente ⇒ ∑bn y ∑cn convergentes

También se tienen aqúı los criterios de cociente y de la ráız (iguales que los de R) y son
reales las sucesiones |an+1|

|an| y n
√
|an| cuyo ĺımite hay que calcular para aplicarlos.

Ej. an = sen 1
n + i(2+ 1

n )n diverge, pues bn = sen 1
n → 0 , pero cn = (2+ 1

n )n → ∞ .

Ej. an = ( 1
2 + i

2 )
n

; |an|= 2−n/2 → 0⇒ an → 0 [esto es intuitivamente claro y fácil de formalizar]

Ej. ∑( 1
2 + i

2 )
n

converge pues ∑ |an|= ∑( 1√
2
)n es serie geométrica convergente

[como en R se ve que: ∑an convergente ⇒ an → 0 ; otra prueba de que la última {an} converge]

Ej. ∑
in
n no converge absolutamente (pues ∑

1
n es divergente), pero śı converge:

∑
in
n = i− 1

2 −
i
3 + 1

4 + i
5 −

1
6 + · · ·=− 1

2 (1− 1
2 + 1

3 −·· ·)+ i(1− 1
3 + 1

5 −·· ·)

puesto que son convergentes las dos últimas series por Leibniz.

Ej. ∑
(7+i)n

n3 diverge, pues |an+1|
|an| = |7+i|n+1

|7+i|n
n3

(n+1)3 = 5
√

2 n3

(n+1)3 → 5
√

2 > 1 , o bien,

porque n
√
|an|= 5

√
2

n3/n → 5
√

2 > 1 (que ∑ |an| diverja, en principio no prueba nada).
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6. Introducción al cálculo en C

Veamos las series de potencias complejas f (z)=
∞

∑
n=0

anzn = a0 +a1z+a2z2 + · · · , an,z∈C .

Se dan resultados como los de R con demostraciones (que no hacemos) iguales que alĺı:

Teorema:
A cada serie de potencias está asociado un número positivo R , llamado radio de
convergencia de la serie, que tiene las siguientes propiedades: si R = 0 , la serie sólo
converge si z = 0 ; si R = ∞ , la serie converge para todo z ; si R es un número real
positivo, la serie converge para |z|<R y diverge para |z|>R .

converge
diverge

?

? ?

Aqúı el intervalo de convergencia se ha convertido en el ćırculo de
convergencia |z|<R . Sobre la circunferencia |z|=R no se puede ase-
gurar nada. Como en los reales habrá series que convergen en toda
ella, otras en puntos aislados, otras en ninguno... El cálculo del R se
podrá hacer casi siempre utilizando el criterio del cociente o la ráız.
Estas series se pueden sumar, multiplicar, dividir,... igual que las reales y se tiene el
mismo resultado sobre derivación:

Teorema:

Sea f (z) =
∞

∑
n=0

anzn para |z|< R ⇒ f es derivable para |z|< R y f ′(z) =
∞

∑
n=1

nanzn−1

Y, por tanto, las funciones definidas por series de potencias vuelven a ser infinitamente
derivables (y también continuas, desde luego) dentro del ćırculo de convergencia. Un
resultado importante y sorprendente, que desde luego no es cierto en los reales, y que se
prueba con técnicas más avanzadas de cálculo complejo es:

A
Teorema: Una función f (z) derivable en una región A del plano
es infinitamente derivable en A . Además, en todo ćırculo contenido
en A la función f (z) coincide con su serie de Taylor.

Definimos tres nuevas funciones complejas, que hasta ahora no teńıan sentido:

Def. ez =
∞

∑
n=0

zn

n! , senz =
∞

∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+1)! , cosz =
∞

∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)! , ∀z∈C

El R de las tres series es ∞ . Tienen propiedades (fáciles de probar) esperadas como:
(senz)′ = cosz , (cosz)′ =−senz , sen(−z) =−senz , cos(−z) = cosz ,

(ez)′ = ez , e−z = 1/ez , ez+w = ezew , . . .
Además de otras nuevas como:

eiz = 1+ iz− z2

2! −
iz3

3! + z4

4! + iz5

5! −·· ·= (1− z2

2! + · · ·)+ i(z− z3

3! + · · ·) = cosz+ i senz

e−iz = cosz− i senz , senz = 1
2i [e

iz− e−iz] , cosz = 1
2 [eiz + e−iz]

[Si z = y real deducimos la prometida relación que abreviaba la forma polar: eiy = cosy+ i seny ].

No es necesario sumar series para calcular exponenciales: ex+iy = exeiy = ex(cosy+ i seny) .

[Ni senos: sen(π + i) = 1
2i [e

i(π+i)− e−i(π+i)] =− i
2 [e−1eiπ − e1e−iπ ] = i

2 [e−1− e1] (= sen i ) ].

Las funciones complejas senz y cosz no son acotadas. En el eje imaginario, por ejemplo:

sen(iy) = 1
2i [e

−y− ey] = i shy , cos(iy) = 1
2 [e−y + ey] = chy

[resultado clásico es que las únicas funciones acotadas y anaĺıticas en todo C son las constantes].
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6.2. Series complejas de potencias

Lo visto para series complejas permite explicar situaciones sorprendentes de las funciones
reales. ¿Por qué si tanto ex como 1

1+x2 son C∞(R), la serie de la primera converge ∀x
mientras que la de la otra sólo lo hace si |x|<1 ? Pues porque la serie 1− z2 + z4−·· ·
de 1

1+z2 ha de definir una función continua y en z =±i esta no lo es [esto sucede para
todo cociente de polinomios complejos (reales, en particular): el radio R de su serie es
la distancia al cero más próximo del denominador (en |z|<R es derivable y, por tanto,
anaĺıtica)]. También entendemos el extraño comportamiento de la f (x)=e−1/x2

, f (0)=0
que tiene infinitas derivadas pero sólo coincide con su serie de Taylor en x = 0 : como
f (iy) = e1/y2→

y→0
∞ , la función compleja no es siquiera continua en z = 0 .

CONV
DIV

CONV

DIV

i

–1 1
CONV

Ej. Estudiemos donde converge: ∑
zn
√

n . |an+1|
|an| =

√
n+1√

n → 1 = R .

Converge en el ćırculo |z|< 1 y diverge en |z|> 1 . ¿Qué pasa en |z|=1 ?
No converge absolutamente en esa circunferencia, pero podŕıa converger
en algunos z de ella. Por ejemplo:

si z =−1 , la serie ∑
[−1]n√

n converge por Leibniz; si z = 1 , ∑
1√
n diverge;

si z = i , converge, pues ∑
in√

n = ∑
[−1]n√

2n
+ i ∑

[−1]n√
2n+1

y convergen ambas (Leibniz).

Ej. Desarrollemos en serie f (z) = 1
z2+4 .

Que
∞

∑
n=0

zn converge ⇔ |z|< 1 y que su suma es 1
1−z se prueba como en R. Aśı pues:

f (z) = 1
4

1
1−[−z2/4] =

∞

∑
n=0

(−1)nz2n

4n+1 , |−z2

4 |< 1⇔ |z|< 2 (distancia de los ceros al origen).

[la serie no converge en ningún punto de la circunferencia |z|= 2 pues para cualquier z con ese
módulo queda una serie cuyo término general no tiende a 0 pues tiene módulo constante 1

4 ].

Podemos desarrollarla también (dando rodeos) de otras formas.
Descomponiendo en fracciones simples complejas:

1
z2+4 = 1

4i [
1

z−2i −
1

z+2i ] =
1
8 [ 1

1−z/2i + 1
1+z/2i ] =

1
8

∞

∑
n=0

[ zn

(2i)n + (−z)n

(2i)n ] = 1
8

∞

∑
n=0

2z2n

22ni2n =
∞

∑
n=0

(−1)nz2n

4n+1

Dividiendo (las manipulaciones con series complejas, como dijimos, como las de las reales):

[4+z2][a0 +a1z+a2z2 + · · · ] = 1→ 4a0 = 1,a0 = 14 ; 4a1 = 0,a1 = 0 ; 4a2 +a0 = 0,a2 =− 1
16 ; . . .
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A. Problemas

1. Encontrar todos los reales x para los que:

a) x−2
x+2 ≥ 0 b) |x−3|< 5 c) |x−5π| ≥ 4π d) |4−7x|= 4−x2

e)
∣∣1− 1

x

∣∣≤ 2 f) x3+x2 >2x g) |x||x−2|< 1 h) |x|+ |x−3| ≤ 5

2. Precisar si los siguientes subconjuntos de R tienen supremo, ı́nfimo, máximo, mı́nimo
y si son abiertos o cerrados :

a) {x : |x|>2}−{7} ; b) {x∈Q : x2≤4} ; c) {(−1)n + 1
n : n∈N} ;

d) {10−7n : n∈N} ; f) φ .

3. Determinar el dominio de las siguientes funciones:

a) f (x) = arctanx
2− 3√x b) g(x) = log(1−x2) c) h(x) = tan(πx2) d) k(x) = arcsen(logx)

4. Sean f (x) =
√

x+2 , g(x) = 2
x . Hallar el dominio de f ◦g , g◦ f y f ◦ f . Hallar im f

e im g . Comprobar que f es inyectiva en todo su dominio y calcular f−1 indicando su
dominio.

5. Hallar todos los números reales x tales que:

a) cos2x−5cosx = 2 b) log(x+2) = 2logx c) e2| logx| < 8x d) | tanx|< 1

6. Sean a) an = (−1)n+n
1+n , b) bn = 107−n y c) cn = 300cosn−2n

n2 .
Hallar un N a partir del cual sus términos difieran del ĺımite en menos de ε = 1 , ε =0.1
y ε =0.01 .

7. Probar a partir de la definición de ĺımite que: {an} convergente ⇒ {|an|} , {a2
n} con-

vergentes. ¿Es cierta la implicación inversa en alguno de los dos casos?

8. Calcular el ĺımite de las sucesiones que sean convergentes:

a) n2−30n
3−100n b) 17

√
n+3+9√

n2+1−1
c) (−1)n

(√
n−1√

n −1
)

d)
(√

2n2−1−1
)4

e)
(
2− 1

n

)2n f) n2

2n−1 −
n2−1

2n g) (−1)n√n−n h) 2n+(−1)n

2n+1+(−1)n+1

i) n
(√

2n−1√
n−1

−
√

2
)

j)
√

2n4+3−4
n2+5senn k)

(n+1
n−1

)n l) 1+ · · ·+ 1
2n

9. Precisar para qué valores de a,b > 0 convergen las sucesiones:

a) an =
√

n2+an−bn b) n
√

an +bn c)
(
a+ b

n

)n

10. Definimos la sucesión {an} mediante: an =
√

2+an−1 , a1 =
√

2 . Probar que tiene
ĺımite y calcularlo. [Demostrar por inducción que an < 2 y probar que {an} es creciente].
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A. Problemas

11. Utilizando únicamente las definiciones probar que:

a) f (x) = 1+
√

4+x es continua en x = 0 , b) lı́m
x→∞

1
1+ x2 = 0 , c) lı́m

x→0+

1+ x
x3 = ∞ .

12. Determinar si f +g , f ·g y f ◦g son necesariamente pares o impares en los cuatro
casos obtenidos al tomar f par o impar y g par o impar. Probar que si f es impar y tiene
ĺımite en x = 0 , entonces ese ĺımite es 0 .

13. Hallar una f que no sea continua en ningún punto y tal que | f (x)| sea continua ∀x .
¿Existe alguna función que sea continua en todo R menos en un único punto?
¿Y alguna que sea continua en un único punto de R y discontinua en todos los demás?

14. Hallar (si existen) los siguientes ĺımites:

a) lı́m
x→0

senx
|x|

; b) lı́m
x→0

senx2

x
; c) lı́m

x→0

senx
x3 ; d) lı́m

x→0
arctan(logx2) ; e) lı́m

x→0
e1/x sen π

x

f) lı́m
x→0+

log 1
x ; ; g) lı́m

x→1

x2+1
x−1 ; h) lı́m

x→1

x2−1
x−1 ; ; i) lı́m

x→2

x2−1
x−1 ; j) lı́m

x→1

sen(x−1)2

x2−1
;

k) lı́m
x→1−

(1−x)senx ; l) lı́m
x→1−

arcsenx
x

m) lı́m
x→0

1
3+21/x ; n) lı́m

x→∞

1
3+21/x ; ñ) lı́m

x→−∞

1
3+21/x ;

o) lı́m
x→∞

√
x2−x− x ; p) lı́m

x→−∞

√
x2−x− x ; q) lı́m

x→∞

(x+1)100

(2x+5)100 ; r) lı́m
x→−∞

x+ sen3x
5x+6

;

s) lı́m
x→−∞

√
x2 +1
x+5

; t) lı́m
x→∞

arctan(logx2) ; u) lı́m
x→∞

xsenx.

15. Sea f : [0,1]→ R continua y tal que im f ⊂ [0,1] . Probar que entonces existe algún
x ∈ [0,1] tal que f (x) = x [a x se le llama punto fijo de f ].

16. Probar que si f es continua en [a,∞) y lı́m
x→∞

f (x) es finito, entonces f es acotada en
[a,∞) . ¿Alcanza siempre f su valor máximo en dicho intervalo?

17. Hallar la primera y segunda derivadas de estas funciones indicando su dominio:

a) f (x) = x3 sen 1
x , f (0)=0 ; b) g(x) = x log |x| , g(0)=0 ; c) h(x) = arctan(logx2) ;

d) k(x) = |x7/3− x2| ; e) l(x) = arccos( x2

1−x2 ) ; f) m(x) = x2−1
3√3x+1

.

18. Sea f (x) =
{ 1

|x| si 0 < |x| ≤ 1
a+bx2 si |x|> 1

. Hallar a y b para que existan f ′(1) y f ′(−1) .

19. Determinar para qué puntos de la gráfica de f (x) = ex2−x la recta tangente pasa por
el origen.

20. Hallar, si existe, un c ∈ (0,1) en el que la tangente a f (x) = arctan x
2−x sea paralela

a la recta que une (0,0) y (1, π

4 ) .

21. Hallar el punto de corte de las tangentes a la gráfica de g(x) =
∣∣1− 4

x

∣∣ en x =−2 y
x = 2 .

22. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva y+yx2 +y3 = 6 en el punto (2,1) .
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A. Problemas

23. Sea f (x) = ex

1−|x| . Determinar si es derivable en x = 0 . Hallar, si existen, el valor

máximo y el valor mı́nimo de f en el intervalo [−1
2 , 1

4 ] .

24. Encontrar (si existen) los valores máximo y mı́nimo de f (x) = arcsenx+
√

3 log |2−x| .

25. Hallar (si existen) los valores máximo y mı́nimo de estas funciones en los intervalos
indicados:

a) f (x) = 2x−9x2/3 en [−8,64] ; b) g(x) = x+2|cosx| en [0,π] ;

c) h(x) =
√

(x−1)2+9 +
√

(x−8)2+16 en R .

26. Sea f (x) = x + 2cosx . Hallar, si existe, el valor mı́nimo de f en el intervalo [0,1] .
Probar que existe f−1, función inversa de f (x) para x ∈ [−1

2 , 1
2 ] , y hallar la derivada

( f−1)′(2) .

27. Probar que f (x) = eshx+x posee función inversa f−1 en todo su dominio y calcular
( f−1)′(1) .

28. Determinar cuántas veces se anula la función f (x) = esenx− x−1 en [π

2 ,π] .

29. Sea f (x) = x2
√

1−x2 . Determinar su dominio e intervalos de crecimiento y decrecimien-

to. Probar que existe un único c ∈ (3
5 , 4

5) tal que f (c) = 2
3 .

30. Sea f (x) = 3arctanx− logx . Estudiar cuántas veces se anulan f ′ y f en el intervalo
[0,∞) . Probar que f es inyectiva en [3,∞) .

31. Sea f (x) = (x2+1)e3x−x2
. Hallar lı́m

x→∞
f (x) y lı́m

x→−∞
f (x) . Probar que f ′ se anula en un

punto del intervalo (1,2) y que no lo hace más veces en su dominio. Estudiar cuántas
soluciones tiene la ecuación f (x) = 1 .

32. Discutir, según los valores de la constante a , cuántas soluciones reales tiene la
ecuación ex = ax .

33. Dibujar las gráficas de las funciones:

a) x2−4
x2−9 b)

√
x+3
x2 c) x

√
x+3
x2 d) arctan(3x−x3)

e) cosx
1+|senx| f) 1

2ex−1 g) e−x cosx h) log
(
x2+ 1

x

)
34. Discutir según los valores a las diferentes formas que puede tener la gráfica de:

a) 1+ax2 + x4 b) a
x2 + 1

x

35. Hallar dos números x,y tales que |x|+ |y|= 1 y tales que la suma de sus cuadrados
sea i) máxima, ii) mı́nima.

36. Determinar el triángulo de área mı́nima de entre todos aquellos del primer cuadrante
cuyos catetos son los ejes y cuya hipotenusa pasa por el punto (1,2) . ¿Existe el de área
máxima?

http://alqua.org/libredoc/CAL1 111

http://alqua.org/libredoc/CAL1


A. Problemas

37. Hallar el punto de la recta tangente a la curva x2 +y2 = 4 en el punto (1,−
√

3) que
esté más próximo al punto (2,0) .

38. Hallar los puntos de la curva 3y2 = 21+20x−x4 situados a mayor y menor distancia
del origen.

39. Encontrar el punto de la gráfica de f (x) = 2arctan(x−2) para el que es mı́nima la
suma de sus distancias a ambos ejes.

40. Determinar el área máxima que puede tener un rectángulo que tenga dos lados sobre
los semiejes x,y positivos y el vértice opuesto sobre la gráfica de f (x) =

[
x3+4

]−1/2.

41. Hallar el punto P sobre la gráfica de f (x) = e−x en el primer cuadrante para el que
es máxima el área del triángulo rectángulo cuya hipotenusa es tangente a dicha gráfica
en P y cuyos catetos están sobre los ejes coordenados.

42. Un nadador está en el punto A del borde de un estanque circular de 50 m de radio
y desea ir al punto diametralmente opuesto B , nadando hasta algún punto P del borde
y andando luego por el arco PB del borde. Si nada 50 m por minuto y camina 100 m
por minuto ¿A qué punto P se debe dirigir para minimizar el tiempo de su recorrido?

43. Sea la sucesión {an} definida por an+1 = n+2
3n+1 an , con a1 = 1 . Probar que tiene ĺımite

y calcularlo. Determinar la convergencia de ∑an .

44. Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:

a) ∑
2n2

nn b) ∑
3+cosn√

n c) ∑ (−1)n(π

e )n
d) ∑ [e−100

n − e−n

100]

e) ∑ ne−n2
f) ∑

n22n

n! g) ∑
2+(−1)n

n2+3 h) ∑ (−1)n n+24
25n

i) ∑
nn

(n+2)n j) ∑
1

(lnn)2 k) ∑
1

n(lnn)2 l) ∑ (−1)n 4n−1
n(n−1)

m) ∑ tan 1
n n) ∑

(n!)2

(2n)! ñ) ∑
senn√

n3+cos3n
o) ∑ [ 1√

n−1
− 1√

n+1
]

45. Probar que la suma de las siguientes series es la indicada:

a)
∞

∑
n=2

2n+1 +(−1)n

3n−2 =
99
4

; b)
∞

∑
n=1

1
√

n
√

n+1 [
√

n+
√

n+1 ]
= 1 .

46. Determinar para que números reales c convergen las siguientes series:

a) ∑
(−1)n

nc b) ∑
cn+2
en+n c) ∑

(n!)c

(3n)! d) ∑
(c−1)n

22n−1 e) ∑
(2c−1)n2

n+1 f) ∑
2ncn

n!

47. Determinar para qué a∈R converge
∞

∑
n=2

2n−2

an . Precisar para qué valores de a su

suma es 1
3 .

48. Probar que 0.8414 ≤
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)! ≤ 0.8417 (sumar 3 y 4 términos de la serie).

¿Cuántos términos habŕıa que sumar para estimar la suma con error menor que 10−5 ?
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49. Estudiar si convergen puntual y uniformemente en el intervalo que se indica:

fn(x) = 1
1+x2n en [0,2] ; gn(x) = nx

n+1 en [0,1] ;

hn(x) = ex−n en i) (−∞,0] , ii) [0,∞) .

50. i) Calcular los valores máximo y mı́nimo de fn(x) = x
ne−nx en [0,∞) .

ii) Determinar si convergen uniformemente en [0,∞) la sucesión fn(x) y la serie ∑ fn(x) .

51. Estudiar para qué x convergen, y si lo hacen uniformemente en el intervalo que se
indica:

a) ∑
arctan(nx)

5n en R b) ∑
cosnx

n3 en R

c) ∑
x2+arctann√

1+n3x2 en [1,2] d) ∑
(5x)n−1

(x2+6)n en [5,6]

52. Determinar todos los valores de x para los que convergen las series:

a) ∑
(7x)n
√

n2+1
b) ∑

xn

nn c) ∑cos nπ

6 xn d) ∑2n2
(x−2)n

e) ∑
xn

n+logn f) ∑
n2x2n

πn g) ∑e−
√

nxn h) ∑
2n

√
n3+1

(x+1)n

53. Determinar para qué reales x converge
∞

∑
n=1

n3nxn−1 y hallar su suma para esos valores.

54. Hallar los x para los que converge ∑(−2x)3n . Decidir si converge para x = arctan 3
5 .

55. Hallar todos los valores de x para los cuales la serie ∑
[
1− xcos 1

n

]
es convergente.

56. Usando polinomios de Taylor determinar con un error menor que 10−3 el valor de:

a) cos1 b) e c) log 3
2 d) log 4

3 e) log2

57. Sea f (x) = x(1+x3)−1/5 . Hallar los 3 primeros términos no nulos de su desarrollo de
Taylor en x = 0 . Aproximar por un racional f (1/2) con error menor que 0.001 .

58. Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor en x=0 de:

a) cos2 x
3 b) 5

3−x c) senx− xcosx d) (2− x)
√

1+ x

e) shxchx f) 1
cosx g)

log(1+2x)
1+2x h) cos(senx)

59. Hallar los primeros términos del desarrollo de arcsenx , utilizando el de (1−x2)−1/2 .

60. Hallar la suma de las siguientes series:

a)
∞

∑
n=0

1
(2n)!

b)
∞

∑
n=0

(−4)n

(2n+1)!
c)

∞

∑
n=0

1
3n(n+1)

d)
∞

∑
n=0

2n+1
n!2n e)

∞

∑
n=0

n
3n

61. Hallar un polinomio P tal que lı́m
x→0

x−7
[√

1−x4−P(x)
]
= 0 . ¿Es único dicho polinomio?
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62. Calcular los siguientes ĺımites indeterminados cuando x tiende al a indicado:

a = 0 : a)
√

1−x2−cosx
x4 ; b) x−tanx

arctan(x3) ; c) ex−esenx

x3 ;

d) (cos2x)3/x2
; e) 1−

√
1−x2

x .

a = 1 : f) 1
logx −

1
x−1 ; g) xx−x

1−x+logx ; h) 1−
√

x
1−x .

a = 0+ : i) tanx logx .

a = ∞ : j) [logx]1/x ; k) ex+senx
ex+cosx ; l)

[ x+3
x−3

]x ; m) x2 arctan 1
x −

√
1+x ; n) x tan 1

x .

63. Hallar el valor de b tal que f (x) = x−2
[
ebx4−cosbx

]
tiende hacia 0 si x→∞ y tiende

hacia 2 si x→0 .

64. Sean a) f (x) = x2−sen2x
log(1+x4) , b) g(x) = sen3x

1−e−x3 , c) h(x) = arctan(senx)−x
log(1+x3) .

Determinar (si existen) sus ĺımites cuando: i) x→ 0 ; ii) x→−∞ ; iii) x→ ∞ .

65. Estudiar en qué puntos es continua: f (x) = x2 senπx
1−cosπx si x /∈Z , f (x) = 0 si x∈Z .

66. Sea f (x) =
log |1+x3|

x , f (0) = 0 .
Estudiar si existen f ′(0) y f ′′(0) . Dibujar su gráfica. Calcular lı́m

n→∞
{ f ( f (n))} .

67. Sea f (x) = x−2 sen2πx , f (0) = π2 . Determinar si existen f ′(0) y f ′′(0) . Dibujar su
gráfica. Probar que existe la inversa f−1 en un entorno de x = 1

2 y calcular la derivada
de f−1 en f (1

2).

68. Estudiar la continuidad de f (x) = (1− 1
x ) log |1−x2| , f (±1) = f (0) = 0 . ¿Existe f ′(0) ?

Probar que ∃c ∈ (0,1) con f ′(c) = 0 .

69. Sea f (x) = 1−e−x

x , f (0) = 1 . Hallar f ′(0) . Determinar los ĺımites lı́m
x→±∞

f (x) y la im f .

Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f . Hallar la derivada f (2003)(0) .

70. Sea f (x)=log(2−x) , x∈[0,1) ; f (x)=0 , x∈[1,2) ; f (x)=1 , x∈[2,3] , y sea F(x) =
∫ x

0 f .
Determinar los x ∈ [0,3] para los que F es continua y derivable. Hallar F(3) .

71. Sea F(x) =
∫ x

1−2x te−t4
dt . Hallar F(1) , F ′(1) y (F◦F)′(1) . ¿Es F(0) mayor o menor

que F(1) ?

72. Sea f (x) = sen(x3)+1∫ x
−1 sen(t3)dt +x+4 . Calcular, si existe,

∫ 1
−1 f (x)dx .

73. Determinar en qué x del intervalo que se indica alcanzan su máximo y su mı́nimo
las funciones:

a) F(x) =
∫ x−x3

0
dt√

2−sen2 t
en [0,2] ; b) G(x) =

∫ 2x
x

dt√
36+t3 en [−1,6] ;

c) H(x) = x−
∫ x

1 cos(sen t)dt en [1,4] .
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74. Estudiar en qué intervalos crece y decrece la función f (x) =
∫ x2

0 et2
dt−ex4

. Determinar
en cuántos puntos del intervalo [0,∞) se anula f (x) .

75. ¿Posee función inversa la función f definida para todo x≥2 por f (x) =
∫ x3

x2
dt

log t ?

76. Sea f (x) =
∫ x

1 e4arctan t dt . Hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en
x = 1 . Probar que f posee inversa en todo R y calcular ( f−1)′(0) .

77. Sea F(x) =
∫ 1/x2

−1/x e−t4
dt . Hallar F ′(1) . Estudiar si la serie ∑(−1)nF(n) converge.

78. Sea f (x) = x2e−x2
. Si H(x) =

∫ 2x
x f (t)dt , hallar el x para el que H(x) es máximo.

Dibujar aproximadamente la gráfica de f y probar que el valor máximo de H es menor
que 1/2 .

79. Hallar los valores máximo y mı́nimo de g(x) = x2−5x
x−9 en [2,4] . Probar que 8

5 <
∫ 4

2 g < 2 .
Hallar la integral y, usando desarrollos de Taylor, comprobar las desigualdades anteriores.

80. Hallar las siguientes primitivas:

a)
∫ [logx]2

x dx b)
∫ logx

x2 dx c)
∫

x2 arctan 1
x dx d)

∫
(logx)3dx

e)
∫

arcsenxdx f)
∫ x4

x+1 dx g)
∫ dx

x4−2x3 h)
∫ 3x2+3x+1

x3+2x2+2x+1 dx

i)
∫ x+2

x3−8 dx j)
∫

4xcosx2dx k)
∫ xdx

cos2 x l)
∫ sen2xdx

5+4cosx

m)
∫ dx

3sen2x+cos2x n)
∫

tan2xdx ñ)
∫

4xcos2xdx o)
∫

x3ex2
dx

p)
∫ dx

1+2ex+e2x q)
∫

x3
√

1−x2 dx r)
∫ √

1+x
x dx s)

∫ √
x2−1dx

81. Calcular, si existe:

a)
∫ 1
−1 e−|x| dx b)

∫ 1
−1

dx
x4 c)

∫ 0
−1

dx
x2+x−2 d)

∫ 4
−2(|x+4|−3|x|)dx

e)
∫ π/2
−π/2 sen5x dx f)

∫ e
1 x logxdx g)

∫ 3
1 x
√

1+x dx h)
∫ 1

0 arctan(
√

x)dx

i)
∫ π/2

0 cos2x cosx dx j)
∫ 1/2

0
x2 dx√
1−x2 k)

∫ 5
4

dx
x−4

√
x−4

l)
∫ 0
−π/6

cosx dx
3senx−2cos2x

82. Sea f (x) = x log(1+ 4
x2 ) . Hallar una primitiva de f . Estudiar la convergencia de

∫
∞

1 f .

83. Probar que
∫

∞

3 x−3e−6/xdx es convergente y que su valor es menor que 1
18 .
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84. Estudiar la convergencia de las siguientes impropias. Hallar su valor si se puede:

a)
∫

∞

0
dx

x4+x2 b)
∫

∞

−∞
dx

1+x2 c)
∫

∞

0 e−x senxdx d)
∫

∞

1
dx

x1+1/x

e)
∫

∞

1 [1
x −

1√
x2+1

] dx f)
∫

∞

1 e−1/x dx g)
∫

∞

0
dx

(x+1)
√

x h)
∫

∞

1 [ 2√
x −

1
x ] dx

i)
∫

∞

0
arctanx

x3/2 dx j)
∫ 1

0
cos(1/x)√

x dx k)
∫

∞

1
logx
x3 dx l)

∫
∞

1
dx

3√x4−1

m)
∫

∞

0
log(1+x)

x3/2 dx n)
∫

∞

1 (1−cos 2
x ) dx ñ)

∫ π/2
0

cos3x
sen2x dx o)

∫
∞

0
e−xdx

(x−1)1/3

p)
∫

∞

1 logxsen 1
x2 dx q)

∫ 1
0 logxdx r)

∫
∞

4
arctan(1/x)
(2x−8)1/3 dx s)

∫
∞

0
sen

√
x

ex2−1
dx

85. Discutir según los valores de n∈N la convergencia de:

a)
∫ 1

0 [ n
ln(1+x) −

1
x ] dx b)

∫
∞

2
xdx

xn−8

86. Discutir según los valores de a∈R la convergencia de las integrales:

i)
∫

∞

0
1−e−x

xa dx ; ii)
∫

∞

0
arctan(x+ 1

x )
(1+x2)a dx ; iii)

∫
∞

0 [x3 + senx]a dx .

87. Calcular el ĺımite cuando x tiende a 0 y a ∞ de:

a)
x
∫ x

0 e−t2dt−arctanx2

log[1+x4] b)

∫ 0
−x2 sen t2dt

x6

88. Dada F(x) =
∫ x

2
dt√

log t+t . Determinar si existe lı́m
x→∞

F(x) . Hallar el lı́m
x→∞

F(2x)
F(x) (si existe).

89. Sea H(x) = |x−1|
∫ x
−1 sen t3 dt . Aproximar H(0) con error menor que 10−3 .

Hallar, si existe, H ′(1) .

90. Sea g(x) = x3+x2−7
x3−2x2+x−2 . Hallar la primitiva G(x) que cumple G(0) =−1 .

Probar que g(x) > 1 si x ∈ [0,1] y que hay un único c ∈ (0,1) tal que G(c) = 0 .
Determinar si converge

∫ 3
2+

√
g(x)dx .

91. Sea F(x) =
∫ x
−1 t et3

dt , con x ∈ [−1,∞) . i) Hallar, si existen, los x del intervalo en
los que F alcanza sus valores máximo y mı́nimo. ii) Probar que F(0) >−1

2 .

92. Hallar, justificando los pasos, el valor de:

i)
∫ 1/2

0 (
∞

∑
n=0

(n+1)xn ) dx , ii)
∫

π

0 (
∞

∑
n=1

cosnx
n2 ) dx , iii)

∫ 1
0 (

∞

∑
n=1

1

[n+ x]4
) dx .

93. Calcular el área encerrada entre las gráficas de g(x)=x3−3x2+3x y f (x)=x en [0,2] .

94. Calcular el área de la región acotada entre las curvas y =
√

x , y =
√

2− x e y = 0 .

95. Hallar el área de una de las regiones iguales encerradas entre las gráficas de |senx|
y |cosx| .

96. Hallar el área de la menor de las dos regiones acotadas por las curvas x2 + y2 = 2 y
x = y2 .
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97. Calcular el área de una de las regiones comprendidas entre la gráfica de f (x) = senx
y esta misma gráfica trasladada horizontalmente una distancia π

3 hacia la derecha.

98. ¿Cuál de todas las rectas que pasan por (1,2) determina con y = x2 la región de
mı́nima área?

99. Sea la región del cuarto cuadrante limitada por la gráfica de f (x) =−e−ax ( a>0 ) y
el eje x . Probar que la recta tangente a f (x) en x = 0 divide dicha región en dos partes
de igual área.

100. Hallar el área determinada por la curva r = 1
1+cosθ

y las semirrectas θ =0 y θ = 3π

4 ,
i) trabajando en polares, ii) tras escribir la ecuación de la curva en rectangulares.
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1. a) Si x≥2, numerador y denominador son ≥ 0 , si x<−2 son negativos. A = (−∞,−2)∪ [2,∞) .

b) −5 < x−3 < 5⇒−2 < x < 8 . A = (−2,8) .

c) x−5π ≥ 4π ó x−5π ≤−4π ⇒ x≥ 9π ó x≤ π. A = (−∞,π]∪ [9π,∞).

d) x≤ 4/7⇒ x(x−7) = 0⇒ x = 0 ; x > 4/7⇒ (x−1)(x+8) = 0⇒ x = 1 . A = {0,1} .

e) −2≤ 1− 1
x ≤ 2⇒ 1

x ≥−1 y 1
x ≤ 3⇒ (x > 0 ó x≤−1) y (x≥ 1

3 ó x < 0). A = (−∞,−1]∪ [ 1
3 ,∞).

f) x(x−1)(x+2) > 0 . A = (−2,0)∪ (1,∞) .

g) |x(x−2)|<1⇒−1<x(x−2)<1⇒ x2−2x−1 < 0, x2−2x+1 > 0 . A = (1−
√

2,1)∪(1,1+
√

2) .

h) x < 0⇒−2x+3≤ 5⇒ x≥−1; 0≤ x≤ 3⇒ x−x+3≤ 5; x≥ 3⇒ 2x−3≤ 5⇒ x≤ 4. A = [−1,4].

2. a) (−∞,−2)∪ (2,7)∪ (7,∞). No tiene ı́nfimo ni supremo. Es abierto. No es cerrado

b) Ínfimo =−2 (mı́nimo). Supremo = 2 (máximo). No es abierto. No es cerrado.

c) Ínfimo =−1 (no es mı́nimo). Supremo = 3
2 (máximo). No es abierto. No es cerrado.

d) Ínfimo = 10−7 (sin considerar n = 0) (mı́nimo). No tiene supremo. No es abierto. Es cerrado.

e) No tiene ı́nfimo ni supremo. Está acotado. Es abierto. Es cerrado.

3. a) D f =R−{8} , b) Dg = (−1,1) , c) Dh =R−{±
√

2n−1
2 ,n ∈N} , d) Dh = [e−1,e] .

4. ( f ◦g)(x) =
√

2
x +2 =

√
2
√

x+1
x , D = (−∞,−1]∪ (0,∞) . (g◦ f )(x) = 2√

x+2
, D = (−2,∞) .

( f◦ f )(x)=
√√

x+2+2 , D = [−2,∞) . im f = [0,∞), img =R−{0} . f−1(x) = x2−2 , ∀x∈[0,∞) .

5. 2cos2x−5cosx−3 = 0 → cosx =− 1
2 (= 3 imposible) → x =± 2π

3 +2kπ .

b) logx2 = log(x+2) , x2− x−2 = (x−2)(x+1) = 0 → x = 2 (x =−1 no lo cumple).

c) Si x≥ 1, e2| logx| = x2 < 8x → x < 8 ; si 0 < x≤ 1, e2| logx| = x−2 < 8x → x > 1
2 . x ∈ ( 1

2 ,8) .

d) | tanx|< 1⇔ x ∈ ·· ·∪ (− 5π

4 ,− 3π

4 )∪ (−π

4 , π

4 )∪ ( 3π

4 , 5π

4 )∪ ( 7π

4 , 9π

4 )∪·· · .

6. a) an → 1 . |an−1|= 1−(−1)n

1+n ≤ 2
1+n < ε si n≥ N > 2

ε
−1 . ε = 1, 0.1, 0.01 ⇒ N = 2, 20, 200.

b) bn → 0 . |bn−0|= 107−n < ε . Si ε = 1⇒ N = 8 , ε = 0.1 ⇒ N = 9 , ε = 0.01 ⇒ N = 10 .

c) cn → 0 . | 300cosn−2n
n2 | ≤ 300+2n

n2 < ε ⇔ n2ε−2n−300 > 0 ⇒ n≥ N > 1
ε
(1+

√
1+300ε).

Si ε = 1, 0.1, 0.01 ⇒ N = 19, 66, 301 . (Con calculadora se ve que bastan: N = 17, 61, 293).

7. a) ||an|− |a|| ≤ |an−a|< ε. La implicación ⇐ es falsa (an = (−1)n diverge, pero |an| converge).

b) |a2
n−a2|= |an +a| |an−a| ≤ (K + |a|)|an−a| con |an|< K. La implicación inversa no es cierta.

8. a) n2−30n
3−100n diverge a −∞ ; b) 17

√
n+3+9√

n2+1−1
→ 0 ; c) (−1)n

(√
n−1√

n −1
)
→ 0 ;

d)
(√

2n2−1−1
)4

diverge a ∞ ; e)
(
2− 1

n

)2n diverge a ∞ ; f) n2

2n−1 −
n2−1

2n → 1
4 ;

g) (−1)n√n−n diverge a −∞ ; h) 2n+(−1)n

2n+1+(−1)n+1 → 1
2 ; i) n

(√
2n−1√
n−1

−
√

2
)
→ 1

2
√

2
;

j)
√

2n4+3−4
n2+5senn →

√
2 ; k)

( n+1
n−1

)n =
(
1+ 2

n−1

) n−1
2

2n
n−1 → e2 ; l) 1+ · · ·+ 1

2n =
1− 1

2n+1

1− 1
2
→ 2 .
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9. a)
√

n2 +an−bn = (1−b)n2−an√
n2+an+bn

. Si b 6= 1 diverge. Si b = 1 converge a a
2 .

b) (an+bn)1/n →máx(a,b) . c) a=1⇒
(
a+ b

n

)n → eb . Si a>1 diverge. Si a< 1 el ĺımite es 0 .

10. Inducción: a1 < 2 , an < 2 ⇒ an+1 =
√

2+an <
√

2+2 = 2 .

an+1 =
√

2+an > an ⇔ a2
n−an−2 = (an +1)(an−2) < 0 , y esto es cierto pues 0≤ an < 2 .

an → a, an−1 → a ⇒ a =
√

2+a ⇒ a = 2 .

11. a) f (x) = 1+
√

4+x continua en x = 0 :
∣∣√4+ x−2

∣∣ = |x|√
4+x+2

≤ |x|
2 ⇒ δ = 2ε .

b) lı́m
x→∞

1
1+ x2 = 0 : ∀ε > 0 ∃K = 1√

ε
> 0 tal que si x > K entonces | 1

1+ x2 |<
1
x2 < ε .

c) lı́m
x→0+

1+ x
x3 = ∞ : ∀K > 0 ∃δ > 0 tal que, si 0 < x < δ entonces 1+ x

x3 > K . Basta tomar δ = 1
K1/3 .

12. f , g pares ⇒ f +g, f g, f ◦g pares. f , g impares ⇒ f +g, f ◦g impares, f g par.

f par, g impar ⇒ f +g no es par ni impar, f g impar, f ◦g, g◦ f pares.

Si f es impar, lı́m
x→0

= b y {an}→ 0 es lı́m
n→∞

f (an) = b = lı́m
n→∞

f (−an) =− lı́m
n→∞

f (an) =−b ⇒ b = 0 .

13. f (x) =
{
−1 si x∈Q
1 si x∈R−Q

discontinua en todo R. Pero | f (x)|= 1 continua en todo R.

f (x) =
{

0 si x 6= 0
1 si x = 0 es continua en x 6= 0 y discontinua en 0 .

f (x) =
{

0 si x∈Q
x si x∈R−Q

es continua en x = 0 y discontinua en R−{0}.

14. a) lı́m
x→0+

senx
|x|

= lı́m
x→0+

senx
x

= 1 , lı́m
x→0−

senx
|x|

= lı́m
x→0−

senx
−x

=−1 ; no existe limite.

b) lı́m
x→0

senx2

x
= lı́m

x→0

senx2

x2 lı́m
x→0

x = 1 ·0 = 0 . c) lı́m
x→0

senx
x3 = lı́m

x→0

senx
x

lı́m
x→0

1
x2 = ∞ .

d) lı́m
x→0

arctan(logx2) =−π

2 . e) lı́m
x→0+

e1/x sen
π

x
no existe, lı́m

x→0−
e1/x sen

π

x
= 0 ; no hay limite.

f) lı́m
x→0+

log
1
x

= ∞. g) lı́m
x→1+

x2 +1
x−1

= ∞, lı́m
x→1−

x2 +1
x−1

=−∞ . h) lı́m
x→1

x2−1
x−1

= lı́m
x→1

(x+1) = 2 .

i) lı́m
x→2

x2−1
x−1

= 3 . j) lı́m
x→1

sen(x−1)2

x2−1
= lı́m

x→1

sen(x−1)2

(x−1)2
x−1
x+1

= 1 ·0 = 0 . k) lı́m
x→1−

(1−x)senx = 0.

l) lı́m
x→1−

arcsenx
x

=
π

2
. m) lı́m

x→0+

1
3+21/x = 0 , lı́m

x→0−

1
3+21/x =

1
3

; no existe limite.

n,ñ) lı́m
x→±∞

1
3+21/x =

1
4

. o) lı́m
x→∞

(
√

x2−x− x) = lı́m
x→∞

−x√
x2−x+ x

=−1
2

.

p) lı́m
x→−∞

(
√

x2−x−x) = ∞ . q) lı́m
x→∞

(x+1)100

(2x+5)100 = lı́m
x→∞

( x+1
2x+5

)100 = 1
2100 . r) lı́m

x→−∞

x+ sen3x
5x+6

=
1
5

.

s) lı́m
x→−∞

√
x2 +1
x+5

= lı́m
x→−∞

|x|
√

1+ x−2

x+5
=−1 . t) lı́m

x→∞
arctan(logx2) =

π

2
. u) No existe ĺımite.

15. Si fuese f (0) = 0 ó f (1) = 1 , seŕıan puntos fijos. Sea f (0) > 0, f (1) < 1 . Entonces el teorema
de Bolzano aplicado a g(x) = f (x)− x asegura que hay x ∈ (0,1) con g(x) = 0 .

16. f →
x→∞

b⇒∃K / | f (x)−b|< 1⇒ | f (x)|<1+|b| si x≥K ⇒ f acotada en [K,∞).

Y en [a,K] lo está por ser continua.

No tiene que alcanzar su valor máximo (por ejemplo, f (x) =−e−x no lo hace).
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17. a) f ′(x) = 3x2 sen 1
x − xcos 1

x , f ′(0) = 0. f ′′(x) = 6xsen 1
x −4cos 1

x −
1
x sen 1

x , en R−{0}.

b) g′(x) = 1+ log |x| , en R−{0}. g′′(x) = 1
x , en R−{0}.

c) h′(x) = 2
x[1+4(log |x|)2] , en R−{0}. h′′(x) =− 2[1+8log |x|+4(log |x|)2]

x2[1+4(log |x|)2]2
, en R−{0}.

d) k′(x) =
{ 7

3 x4/3−2x si x > 1
2x− 7

3 x4/3 si x < 1
. k′′(x) =

{ 28
9 x1/3−2 si x > 1

2− 28
9 x1/3 si x < 1

.

e) l′(x) =− 2x
(1−x2)

√
1−2x2 , en (− 1√

2
, 1√

2
) . l′′(x) = 8x4−2x2−2

(1−x2)2(1−2x2)3/2 , en (− 1√
2
, 1√

2
) .

f) m′(x) = (5x2+2x+1)(3x+1)−4/3 en R−{− 1
3}. m′′(x) = 2(5x2+4x−1)(3x+1)−7/3 en R−{− 1

3}.

18. Por continuidad: a+b = 1 . Por derivabilidad: −1 = 2b . a = 3
2 , b =− 1

2 .

19. La ecuación de la tangente a f (x) en x = a es y = ea2−a [(2a−1)(x−a)+1] , que pasa por el

origen si: 2a2−a−1 = 0⇒ a =− 1
2 , 1 . Por tanto, los puntos pedidos son:

(
− 1

2 , e3/4
)

y (1,1) .

20. Buscamos x∈(0,1) con f ′(x)= 1
x2−2x+2 = π

4 (pendiente de la recta). x = 1−
√

4
π
−1 lo cumple.

[Que exist́ıa un c con esa pendiente se podŕıa deducir del teorema del valor medio].

21. g(x) =
{
−1+4/x , x ∈ (0,4]
1−4/x , x ∈ (−∞,0)∪ [4,∞)

g′(x) =
{
−4/x2 , x ∈ (0,4)
4/x2 , x ∈ (−∞,0)∪ (4,∞)

Rectas tangentes: y = x+5 , y =−x+3 . Corte: (−1,4) .
-2 2 40

1

3

4

-1

22. Derivando impĺıcitamente: y′(x) =− 2xy
1+x2+3y2 → y′(2) =− 1

2 . La recta tangente es: y = 2− x
2 .

[La y no se puede despejar, pero śı se podŕıa despejar la x ].

23. f ′(0+) = 2, f ′(0−) = 0⇒ no es derivable en x = 0 . f ′(x) 6= 0 en [− 1
2 , 1

4 ]−{0} .

f decrece en (− 1
2 ,0) y crece en (0, 1

4 )⇒ en x=0 mı́nimo. f (− 1
2 )< f ( 1

4 )⇒ máximo en x= 1
4 .

24. f ′(x) = 0⇒ x = 1
2 . f (1) = π

2 , f (−1) =−π

2 +
√

3log3 . Máximo en 1 y mı́nimo en −1.

25. a) f (−8)=−52, f (64)=−16, f (0)=0, f ′(27)=0, f (27)=−27. Mı́nimo en −8 y máximo en 0.

b) g(0) = 2, g(π) = π+2, g(π

2 ) = π

2 . g′(π

6 ) = 0 , g(π

6 ) = π

6 +
√

3 . Mı́nimo en π

2 y máximo en π .

c) h′(x) = 0⇔ x = 4 . Valor mı́nimo: h(4) = 7
√

2 . El valor máximo no existe.

26. f ′(x)=1−2senx→ en x = π

6 valor máximo. El valor mı́nimo será f (0)=2< f (1)=1+2cos1 ,

pues cos1 > cos π

3 = 1
2 (o porque, como veremos, cos1 = 1− 1

2 + · · ·> 1
2 , serie de Leibniz).

f ′(x)≥1−2sen 1
2 >0 si x∈ [− 1

2 , 1
2 ]⇒ ∃ f−1. Como f−1(2)=0 (es f (0)=2): ( f−1)′(2)= 1

f ′(0) = 1 .

27. f ′(x) = chx eshx +1 > 0 ∀x⇒ f es estrictamente creciente en todo R ⇒ existe su inversa.

Al ser f derivable, f−1 también lo es y se tiene que: ( f−1)′(1) = 1
f ′( f−1(1)) =

f (0)=1

1
f ′(0) = 1

2 .
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28. f (π

2 ) = e− π

2 −1 > 0 , f (π) =−π < 0 y f continua Bolzano⇒ se anula al menos una vez.
Como además f ′(x) = cosxesenx−1 < 0 en (π

2 ,π) ( cosx negativo y la exponencial positiva),
f es estrictamente decreciente en [π

2 ,π] y, por tanto, se anula exactamente una vez.

29. f ′(x) = x(2−x2)

(1−x2)3/2 ⇒ f decrece en (−1,0] y crece en [0,1). f ( 3
5 ) = 9

20 < 2
3 < f ( 4

5 ) = 16
15 y f continua

en [ 3
5 , 4

5 ]⇒∃c ∈ ( 3
5 , 4

5 ) con f (c) = 2
3 . Al ser f creciente en el intervalo, el c es único.

30. f ′(x)=−x2−3x+1
3x(1+x2) =− (x−x−)(x−x+)

3x(1+x2) , con x±= 3±
√

5
2 . 2<

√
5 < 3 ⇒ x−∈(0, 1

2 ) , x+∈( 5
2 ,3) .

x– 
x+1

f

3

f x→0+
→ ∞ , f decrece en (0,x−] , f (x−)>0

[ arctanx ,− logx > 0 en (0,1)],

f (1) = π

4 , f crece en [x−,x+] y decrece en [x+,∞) ,

f x→∞→−∞ ⇒ la continua f corta una única vez el eje x
en un c > x+ de (0,∞) .

f estrictamente decreciente en [3,∞)⇒ es inyectiva en el intervalo.

31. lı́m
x→±∞

x2+1
ex2−3x

∞/∞
= lı́m

x→±∞

2x
2x−3

1
ex2−3x

= 0 . f ′(x) = (3+3x2−2x3)e3x−x2
.

f ′(1)=4e2

f ′(2)=−e2
Bolzano⇒

f ′=0 en algún c∈(1,2) .

f ′=0 ⇔ P(x) = 3+3x2−2x3 = 0 .

P′(x)=6x(x−1)→ P crece en [0,1]
y decrece en el resto;

P(0)=3 , P(1)=4 , P(2)=−1 ⇒
P se anula sólo en el c ∈ (1,2) .

Con f (0)=1 y los cálculos anteriores, la gráfica de f es más o menos ↗.
f (x) = 1 exactamente en 2 puntos.

1

1

e

a=e
32. La gráfica muestra que claramente tiene 1 solución

si a<0 y ninguna si a=0 . Vemos de tres formas que
si 0<a<e no hay ninguna, 1 si a=e y 2 si a>e :

Hay 1 si ax y ex son tangentes, es decir, para
el b tal que la recta tangente y = eb + eb(x−b)
pase por (0,0)→ b=1→ a=e .

O bien: g(x) = ex−ax , g′(x) = ex−a→
decrece hasta x= loga y luego crece.

El valor mı́mimo g(loga) = a(1−loga) es
>,=,< 0 según a <,=,> e .

O bien, dibujando la gráfica de h(x) = xe−x y viendo cuántas veces corta y = 1
a .
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33.

a)

2–2

1

–3 3

b)

1 6–2

2

1

–3

c)

1 6
–2

2

–1

3

1

–3

g)1
1

h)

1–1

–1

2–2

e)
1

–1

!/2–!/2 ! 

d)

1–1 2–2

1

–1

!/2

–!/2

–!/2
!/2

! 

f)

3 

3 

2 

1 

2 0 

-1 

1 

-2 

-3 

-1 -2 -3 
–ln2
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34.

-a
-2a -3a

a<0

-a
-2a-3a

a>0

a=0

a = 0,–1,–2,–3

1

-1 1

prob 34a prob 34b

35. Mı́nimos en
(
± 1

2 ,± 1
2

)
. Máximos en (±1,0), (0,±1).

1

2

2

4
prob 36

4
21

prob 37

36. Rectas por (1,2): y = 2+m(x−1).
Hay que minimizar

A(m) = 1
2 (1− 2

m )(2−m), con m∈(−∞,0).

Área mı́nima si m =−2 (x = 2, y = 4).
No existe el de área máxima.

37. Recta tangente y = x−4√
3

.

Distancia al cuadrado:
D(x) = (x−2)2 +( x−4√

3
)2 mı́nima si x = 5

2 → y =−
√

3
2 .

[O bien, el punto pertenece también a la perpendicular que pasa por (2,0) : y =−
√

3(x−2) ].

38. 3y2 = 21+20x− x4 → y =±
√

21+20x−x4

3 . Definida si x ∈ [−1,3].

–1 2 3

y′ = 0→ x = 3√5≈ 1.71 . y( 3√5)≈±3.94 . y(2) =±
√

15 .

Extremos de: D(x)≡ (d[(x,y),(0,0)])2 =− 1
3 x4 + x2 + 20

3 x+7 .
D′(x) = 0→ x = 2, D(2) = 19. D(−1) = 1, D(3) = 9.

Mı́nimo de D si x=−1 [punto (−1,0) ]
y máximo si x=2 [puntos (2,±

√
15) ].

2arctan(x-2)

!

"!

2

39. Función a minimizar: D(x) = |x|+ |2arctan(x−2)|.
Es claro que el mı́nimo se da en [0,2]→

D′ = (x−1)(x−3)
1+(x−2)2 = 0 si x = 1 .

D(1) máximo local. Además: D(0) = 2arctan2 > 2 = D(2) ,
pues arctan2 > arctan

√
3 = π

3 > 1 . Punto más cercano: (2,0) .

40. Área rectángulo: A(x) = x f (x) = x√
x3+4

. A′(x) = 8−x3

2(x3+4)3/2 ⇒ x = 2 máximo local. Amax = 1√
3

.

41. Área del triángulo limitado por la tangente en x = a: A(a) = 1
2 e−a(1+a)2. Es máxima si a = 1.

42. Distancia AP = 100cosθ . Distancia PB = 100θ . Tiempo empleado: T (θ) = 2cosθ +θ .
Mı́nimo si θ = π/2 (P = A , no debe tirarse al agua).

P (a,e    )—a

a+1

e    (a+1)—a

a

prob 41 P
B

A

!

2!

50

prob 42

f(x)

A(x)

x

prob 40
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43. {an} acotada inferiormente por 0 (los an son positivos) y decreciente (pues n+2
3n+1 < 1⇔ 2n > 1)

⇒∃ lı́man = a⇒ a = a
3 ⇒ a = 0. Como |an+1|

|an| →
1
3 < 1 la serie converge (y confirma an → 0).

44. a) (an)1/n = 2n

n → ∞. Divergente. (O porque {an} 6→ 0).

b) 3+cosn√
n ≥ 2√

n . Divergente.

c) Geométrica. |− π

e |> 1⇒ Divergente.

d) ∑
e−100

n diverge, ∑
e−n

100 converge ⇒ Divergente.

e) (n+1)e−(n+1)2

ne−n2 = n+1
n e−2n−1 → 0 ó n1/ne−n → 0⇒ Convergente.

f) | an+1
an
|= 2 n+1

n2 → 0⇒ Convergente.

g) 2+(−1)n

n2+3 ≤ 3
n2+3 , de igual convergencia que ∑

1
n2 ⇒ Convergente.

h) n+24
25n → 1

25 ⇒ an no tiende a 0⇒ Divergente.

i) ( n
n+2 )n → e−2 ⇒ Divergente.

j) 1/n
1/(logn)2 → 0 y ∑

1
n divergente ⇒ Divergente.

k)
∫

∞

2
dx

x(logx)2 < ∞⇒ Convergente.

l) 4n−1
n(n−1) → 0 y decreciente ⇒ Convergente.

m) tan 1
n ∼

1
n , porque tanx

x →
x→0

1 y 1
n → 0 ⇒ Divergente.

n) |an+1|
|an| = (n+1)!(n+1)!

n!n!
(2n)!

(2n+2)! = (n+1)2

(2n+2)(2n+1) = n+1
2(2n+1) = 1+ 1

n
4+ 2

n
→

n→∞

1
4 < 1 ⇒ Convergente.

ñ) | senn√
n3+cos3n

| ≤ 1√
n3−1

, 1/
√

n3−1
1/n3/2 → 1 y ∑

1
n3/2 convergente ⇒ Converge (absolutamente).

o) 1√
n−1

− 1√
n+1

= 2√
n2−1(

√
n−1+

√
n+1)

. Convergente.

45. a) 18
∞

∑
n=2

( 2
3

)n + 9
∞

∑
n=2

(
− 1

3

)n = 99
4 . b)

∞

∑
n=1

(
1√
n −

1√
n+1

)
= 1 .

46. a) c > 0 (Leibniz).

b) ∑
2

en+n converge ⇒ la dada converge si lo hace ∑
cn

en+n ⇔ |c|< e .

c) Cociente: (n+1)c

(3n+3)(3n+2)(3n+1) → r < 1⇔ c≤ 3 .

d) Geométrica:
∣∣ c−1

4

∣∣ < 1⇔−3 < c < 5 .

e) | an+1
an
|= n+1

n+2 |2c−1|2n+1 ⇒ converge si |2c−1|<1; si c=1 diverge y si c=0 converge; 0≤c<1.

f) | an+1
an
|= 2|c|

n+1 → 0 ∀c⇒ converge ∀c∈R.

47.
∞

∑
n=2

2n−2

an = 1
4

∞

∑
n=2

( 2
a )n = 1

4
4/a2

1−2/a = 1
a(a−2) , si la serie geométrica converge ⇔ | 2a |< 1⇔ |a|> 2 .

a(a−2) = 3 si a = 3,−1 . Sólo la ráız 3 cumple que |3|> 2. La suma es 1
3 sólo si a = 3 .

48. 0.8414 ≤ 0.841468254 ≈ 1− 1
6 + 1

120−
1

5040 ≤
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)! ≤ 1− 1
6 + 1

120 ≈ 0.841666667 ≤ 0.8417 .

1
(2n+1)! < 1

105 si 2n+1≥9 . Según Leibniz 1− 1
3! +

1
5!−

1
7! ya aproxima la suma con esa precisión.
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49. a) El ĺımite (puntual) de fn(x) es: f (x) = 1 si |x|< 1 , f (x) = 1
2 si |x|= 1 , f (x) = 0 si |x|> 1 .

Las fn continuas en [0,2] y f discontinua en x = 1⇒ la convergencia no puede ser uniforme.

b) gn(x)→ x ∀x∈R . | nx
n+1 − x| ≤ 1

n+1 < ε si n grande, para todo x ∈ [0,1].

Converge uniformemente.

c) Converge puntualmente en todo Ra h(x) = 0.

Converge uniformemente en (−∞,0], pero no en [0,∞).

50. i) fn(0) = 0 , fn(x) > 0 si x > 0⇒ Vmı́n = 0 . f ′n(x) = ( 1
n − x)e−nx ⇒ Vmáx = fn( 1

n ) = e−1

n2 .

ii) | fn(x)| ≤
[0,∞)

e−1

n2 ⇒ fn → 0 uniformemente, y como ∑
1
n2 converge, ∑ fn lo hace uniformemente.

51. a)
∣∣∣ arctan(nx)

5n

∣∣∣≤ π/2
5n ∀x y ∑( 1

5 )n geométrica con r<1 Weierstrass⇒ converge uniformemente en R.

b) |cosnx|
n3 ≤ 1

n3 ,∀x∈Ry ∑
1
n3 convergente Weierstrass⇒ convergencia uniforme (y puntual) en R.

c) Si x 6= 0 converge, pues x2+arctann√
1+n3x2

n3/2 → x2+π/2
|x| > 0 y ∑

1
n3/2 converge. Si x = 0, la serie diverge.

En [1,2] converge uniformemente (por Weierstrass) ya que | x2+arctann√
1+n3x2

|< 4+π/2√
1+n3

.

d)
∞

∑
1

(5x)n−1

(x2+6)n = 1
x2+6

∞

∑
0
( 5x

x2+6 )
n

geométrica; converge si | 5x
x2+6 |<1⇔ x∈(−∞,−3)∪(−2,2)∪(3,∞).

En [5,6], | 5x
x2+6 |≤

30
31 <1; converge ∑

( 30
31

)n ⇒ es uniformemente convergente (Weierstrass).

52. a) R = 1
7 ; si x= 1

7 , ∑
1√

n2+1
diverge ( ∼ ∑

1
n ); si x=− 1

7 converge (Leibniz).

b) 1
n
√
|an|

= n→ ∞ = R . Convege ∀x∈R .

c) |cos nπ

6 ||x|
n ≤ |x|n ⇒ si |x|< 1 converge. Si |x| ≥ 1 el término general no tiende a 0 .

d) 1
n
√
|an|

= 1
2n → 0 = R . Sólo converge si x = 2 .

e) (|x|n)1/n

(n+logn)1/n
|x|

n1/n (1+ logn
n )

1/n →
n→∞

|x|
[
ó |x|n+1

|x|n
n+logn

n+1+log(n+1) = |x| 1+ logn
n

1+ 1
n + log(n+1)

n
→

n→∞
|x|

]
Si x = 1 : ∑

1
n+logn diverge: 1/(n+logn)

1/n = 1
1+ logn/n → 1 .

Si x =−1 : ∑
(−1)n

n+logn converge por Leibniz:

f) (n+1)2

n2
πn

πn+1
|x|2n+2

|x|2n → |x|2
π

(ó n2/n|x|2
π

→ |x|2
π

) ⇒ R =
√

π . Diverge en ±
√

π ( ∑n2 ).

g) e
√

n+1−
√

n → 1 = R . Si x =−1 converge (Leibniz). Si x = 1 converge, pues e−
√

n

1/n2 → 0 .

h) 2n+1

2n
|x−1|n+1

|x+1|n

√
n3+1√

(n+1)3+1
→ 2|x+1|⇒ converge si |x+1|< 1

2 ⇔− 3
2 <x<− 1

2 y diverge si |x+1|> 1
2 .

Si x=− 1
2 , ∑

1√
n3+1

converge. Si x=− 3
2 , ∑

(−1)n√
n3+1

absolutamente convergente (o Leibniz).

53. lı́m
n→∞

(n+1)3n+1|x|n+1

n3n|x|n = lı́m
n→∞

n1/n3|x|= 3|x| ⇒ converge si |x|< 1
3 y diverge si |x|> 1

3 .

Si x=± 1
3 diverge (an 6→ 0). La serie es la derivada término a término de

∞

∑
n=1

(3x)n = 3x
1−3x .

Su suma es d
dx

3x
1−3x = 3

(1−3x)2 , si |x|< 1
3 .
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54. ∑(−2x)3n = ∑(−8x3)n es una serie geométrica, convergente si |−8x3|< 1 , es decir, si |x|< 1
2 .

Como arctan 3
5 = 3

5−
9

125 + · · ·> 66
125 > 1

2

(
ó arctan 3

5 > arctan
√

3
3 = π

6 > 1
2

)
para ese valor diverge.

55. Diverge para x 6= 1
[

lı́m
n→∞

(1− xcos 1
n ) 6= 0

]
. Converge para x = 1

[ 1−cos 1
n

1/n2 → 1
2

]
.

56. a) |R2n(1)| ≤ 1
(2n+2)! . n = 3 : cos1≈ 1− 1

2 + 1
24 −

1
720 ≈ 0.540.

b) |Rn(1)| ≤ 3
(n+1)! . n = 6 : e1 ≈ 1+1+ 1

2 + 1
6 + 1

24 + 1
120 + 1

720 ≈ 2.718.

c) |Rn( 1
2 )| ≤ 1

n+1
1

2n+1 . n = 7 : log(1+ 1
2 )≈ 1

2 −
1
8 + 1

24 −
1

64 + 1
160 −

1
384 + 1

896 ≈ 0.406.

d) |Rn( 1
3 )| ≤ 1

n+1
1

3n+1 . n = 4 : log(1+ 1
3 )≈ 1

3 −
1

18 + 1
81 −

1
324 ≈ 0.287.

e) |Rn(1)| ≤ 1
n+1 . n = 999. Mucho más corto utilizando que log2 = log 3

2 + log 4
3 ≈ 0.694.

57. x(1+ x3)−1/5 = x[1+(− 1
5 )x3 ++ · · · ] = x− 1

5 x4 + 3
25 x7 + · · · , si |x3|< 1⇔ |x|< 1 .

f ( 1
2 )∼ 1

2 −
1
5

1
16 = 39

80 , con error menor que (serie alternada decreciente): 3
25×27 = 3

3200 < 10−3.

58. a) cos2 x
3 = 1

2 [1+ cos 2x
3 ] = 1− 1

9 x2 + 1
243 x4 + · · ·= 1+∑

∞
n=1(−1)n 22n−1

32n(2n)! x2n, ∀x.

b) 5
3−x = 5

3
1

1− x
3

= 5
3 [1+ x

3 + x2

9 + · · · ] = 5
3 + 5

9 x+ 5
27 x2 + · · ·= ∑

∞
n=0

5
3n+1 xn, si |x|< 3.

c) senx− xcosx = 1
3 x3− 1

30 x5 + 1
840 x7 + · · ·= ∑

∞
n=1

2n(−1)n+1

(2n+1)! x2n+1 ∀x.

d) (2− x)
√

1+ x = 2− 3
4 x2 + 1

4 x3 + · · · , si |x|< 1 .

e) shxchx = x+ 2
3 x3 + 2

15 x5 + · · · , ∀x.

f) 1
cosx = 1+ 1

2 x2 + 5
24 x4 + · · · .

g) log(1+2x)
1+2x = 2x−6x2 + 44

3 x3 + · · · .

h) cos(senx) = 1− 1
2 x2 + 5

24 x4 + · · · .

59. [1+x]−1/2 = 1− 1
2 x+ 3

8 x2− 5
16 x3 + · · · , |x|<1 → [1−x2]−1/2 = 1+ 1

2 x2 + 3
8 x4 + 5

16 x6 + · · · , |x|<1 .

d
dx [arcsenx] = [1−x2]−1/2 y arcsen0 = 0 ⇒ arcsenx = x+ 1

6 x3 + 3
40 x5 + 5

112 x7 + · · · , |x|<1 .

60. a) ch1 . b) 1
2 sen2 . c) 3log 3

2 . d) 2
√

e . e) 3
4 .

61.
√

1−x4 = 1− 1
2 x4 +o(x7) . P(x) = 1− 1

2 x4 es el único polinomio de grado menor que 8 que lo

verifica (cualquier P(x) = 1− 1
2 x4 +a8x8 +a9x9 + · · ·+anxn también lo hace).

62. a)
√

1−x2−cosx
x4 →

x→0
− 1

6 . b) x−tanx
arctanx3 →

x→0
− 1

3 . c) ex−esenx

x3 →
x→0

1
6 .

d) e3log(cos2x)/x2→
x→0

e−6. e) 1−
√

1−x2

x →
x→0

0 .

f) x−1−logx
(x−1) logx →x→1

1
2 . g) xx−x

1−x+logx →x→1
−2 . h) 1

1+
√

x →x→1
1
2 . i) x logx

cosx ·
senx

x →
x→0+

0 .

j) elog(logx)/x →
x→∞

1 . k) 1+e−x senx
1+e−x cosx →x→∞

1 . l) ex log(1+ 6
x−3 ) →

x→∞
e6.

m) x[xarctan 1
x −

√
1+x
x ] →

x→∞
∞. n) lı́m

t→0+
tan t

t = 1 .

63. lı́m
x→∞

f (x) = 0 si b < 0 y lı́m
x→0

f (x) = 2 si b2 = 4⇒ b =−2 .
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B. Soluciones de estos problemas

64. ai) sen2x =
[
x− x3

6 + · · ·
]2 = x2− x4

3 + · · · , log(1+x4) = x4 + · · · ⇒ lı́m
x→0

f (x) = lı́m
x→0

1
3 x4 + · · ·
x4 + · · ·

=
1
3

.

aii) y aiii): sen2x acotado ⇒ lı́m
x→±∞

f (x) = lı́m
x→±∞

x2

log(1+x4)
L’H= lı́m

x→±∞

2x
4x3/(1+x4)

= lı́m
x→±∞

1+x4

2x2 = ∞ .

bi)
x3+o(x3)

1−(1−x3+o(x3)) →x→0
1 ó 3cosx

3e−x3
sen2 x

x2 →
x→0

1 . bii) lı́m
x→−∞

= 0 (numerador acotado y denominador→∞).

biii) No existe: las sucesiones an = nπ , bn = (2n+1)π
2 →∞, pero g(an)→ 0 , mientras que g(bn)→ 1 .

ci) arctan(senx) = senx− sen3x
3 + · · ·= x− x3

6 −
x3

3 +o(x3)⇒ x− x3
2 −x+o(x3)

x3+o(x3) →
x→0

− 1
2 .

cii) h no está definida. ciii)
arctan(senx)
log(1+x3) → 0 , lı́m

x→∞

x
log(1+x3) = lı́m

x→∞

1
3x2/(1+x3) = ∞ ⇒ lı́m

x→∞
h(x) =−∞ .

65. Si x 6=n ∈Z, f claramente continua.

Si x = 2n+1 continua: f (x)→ 0 = f (2n+1) cuando x→ 2n+1 .

Si x=2n 6=0 discontinua: |2xsenπx+πx2 cosπx
π senπx | →

x→2n
∞ .

(2−π2x2)senπx+4xπ cosπx
π2 cosπx →

x→0
0 , continua en x=0 .

6420

1

-2-4

-1

-6

0-2-4

10

8

42

4

2

6
Prob 67

prob 66

66. f (x) = x2− 1
2 x6 + · · · , si |x|< 1
⇒ f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2.

f (x) < 0⇔ x <− 3√2 . f (x)→ ∞ si x→−1± .

f (x)→ 0
x→±∞

⇒ f (n)→ 0
n→∞

f cont. en 0⇒ f ( f (n))→ 0
n→∞

.

67. f (x) = π2− 1
3 π4x2 + · · · ⇒

f ′(0)= 0 , f ′′(0)=− 2
3 π4 .

0≤ f (x)≤ 1
x2 . f (n) = f ′(n) = 0, n∈N, mı́nimos.

f ′( 1
2 ) =−16 6= 0⇒ existe f−1 en un entorno y

( f−1)′( f ( 1
2 )) =− 1

16 .

68. Continua en R−{−1,0,1} . En x =−1 discontinua ( f (x)→−∞ ).

En x = 0,1 continua: lı́m
x→0

(x−1)−x2+o(x2)
x = 0 ; lı́m

x→1

log |1−x2|
x/(x−1) = lı́m

x→1
2x

1−x2 (x−1)2 = lı́m
x→1

2x(1−x)
1+x = 0 .

Es derivable en x = 0 : f ′(0) = lı́m
h→0

(h−1) log(1−h2)
h2 =−lı́m

h→0

−h2+o(h2)
h2 = 1 .

f continua en [0,1] , derivable en (0,1) y f (0) = f (1) Rolle⇒ existe c , 0 < c < 1 , con f ′(c) = 0 .

69. f ′(0) =− 1
2 . lı́m

x→−∞
= ∞ , lı́m

x→∞
= 0 , f > 0 ∀x y f continua ∀x⇒ imagen = (0,∞) .

f ′(x) = xe−x−1+e−x

x2 = x+1−ex

x2ex < 0 ∀x⇒ f decreciente en todo R, pues g(x) = x+1− ex < 0 ∀x

(g(0)=0 , g′(x)=1−ex positivo si x<0 y negativo si x>0⇒ g negativa si x<0 y si x>0 ).

f (x) = 1− x
2 + · · ·+ (−1)n

(n+1)! xn + · · · ⇒ f (n)(0) = n!(−1)n

(n+1)! = (−1)n

(n+1) . En particular, f (2003)(0) =− 1
2004 .
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70. f continua a trozos. F continua en [0,3] y derivable salvo en x = 2. F(3) = log4.

71. F(1) =
∫ 1
−1 te−t4

dt = 0 (integrando impar). F ′(x) = xe−x4
+2(1−2x)e−(1−2x)4 ⇒ F ′(1) =−e−1 .

Por la regla de la cadena: (F◦F)′(1) = F ′(F(1))F ′(1) = F ′(0)F ′(1) = (2e−1)(−e−1) =−2e−2 .

F(0) =
∫ 0

1 te−t4
dt =−

∫ 1
0 te−t4

dt < 0 [integrando positivo en (0,1) ] ⇒ F(0) < F(1) .

72.
∫ 1
−1 f (x)dx = [ log |

∫ x
−1 sen(t3)dt + x+4| ]1−1 = log 5

3 , pues
∫ 1
−1 sen(t3)dt = 0 (integrando impar).

73. a) F crece en [0, 1√
3
] y decrece en [ 1√

3
,2] , F(0) = 0 , F(2) < 0 ⇒

Máximo en x = 1√
3
; mı́nimo en x = 2 .

b) G crece en [−1,3] y decrece en [3,6] , K(−1) < 0 , K(6) > 0 ⇒
Máximo en x = 3 ; mı́nimo en x =−1 .

c) H ′(x) = 1− cos(senx)≥ 0 . Se anula si x=π . H creciente en [1,4]⇒
Mı́nimo en x=1 , máximo en x=4 .

74. f ′(x) = 2xex4
(1−2x2)⇒ f (x) crece en (−∞,− 1√

2
]∪ [0, 1√

2
] y decrece en [− 1√

2
,0]∪ [ 1√

2
,∞).

f (0) =−1. et2
crece si t > 0⇒ f ( 1√

2
) <

∫ 1/2
0 e1/4dt− e1/4 =− e1/4

2 < 0 (valor máximo).

f (x) no se anula en [0,∞).

75. f ′(x) = x(x−1)
logx > 0 ⇒ f estrictamente creciente ⇒ f admite inversa, para x≥ 2.

76. f ′(x) = e4arctanx ∀x (TFC). Como f (1) =
∫ 1

1 = 0 , f ′(1) = eπ , la recta tangente es: y = eπ(x−1) .

f ′(x) > 0 ∀x⇒ f estrictamente creciente en todo Ry ∃ f−1. ( f−1)′(0) = 1
f ′( f−1(0)) = 1

f ′(1) = e−π .

77. F ′(x) =− 2
x3 e−1/x8 − 1

x2 e−1/x4 ⇒ F ′(1) =− 3
e . ∑(−1)nF(n) converge por Leibniz:

Es alternada, pues F(n) > 0 (integrando positivo y 1
n2 >− 1

n ),

y F(n) es decreciente (F ′(x) < 0 si x > 0) y F(n)→ 0.

78. H ′(x) = 8x2e−4x2 − x2e−x2
= 0 ⇒ x = 0, x =±

√
log2.

H crece en [−
√

log2,
√

log2] y decrece en el resto de R.
En x =

√
log2 hay un máximo local (y absoluto).

El valor máximo de f (en x =±1 ) es 1/e . El de H :

H(
√

log2) =
∫ 2
√

log2√
log2 t2e−t2

dt ≤
∫ 2
√

log2√
log2

1
e dt = 1

e
√

log2 < 1
2 1–1

1/e

–2 2!log2
____

79. Valor máximo g(3)=1; valor mı́nimo g(4)= 4
5 .∫ 4

2 g = 14−36log 7
5 = 14− 72

5 + 72
25 −

96
125 + 144

625 −·· · ≈1.887.

80. a) 1
3 (logx)3 . b) − 1

x (1+ logx) . c) 1
3 x3 arctan 1

x + 1
6 x2− 1

6 log(1+ x2) .

d) x[(logx)3−3(logx)2 +6logx−6] . e) xarcsenx+
√

1−x2 .

f) 1
4 x4− 1

3 x3 + 1
2 x2− x+ log |1+x| . g) 1

4x + 1
4x2 + 1

8 log | x−2
x | .

h) log |x3+2x2+2x+1|− 2√
3

arctan 2x+1√
3

. i) 1
3 log |x−2|− 1

6 log(x2+2x+4) .

j) 2senx2 . k) x tanx+ log(cosx) . l) 5
8 log(5+4cosx)− 1

2 cosx . m) 1√
3

arctan(
√

3tanx) .

n) tanx− x . ñ) x2 + xsen2x+ 1
2 cos2x . o) 1

2 ex2
(x2−1) . p) x− log(1+ ex)+ 1

1+ex .

q) 1
15

√
1−x2(3x4− x2−2) . r) 2

√
1+ x+ log |

√
1+x−1√
1+x+1

| . s) − 1
2 log(x+

√
x2−1)+ 1

2 x
√

x2−1 .
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B. Soluciones de estos problemas

81. a) 2(1− e−1) . b) No existe ni como impropia. c) − 2
3 log2 . d) 0 .

e) 0 . f) 1
4 (e2 +1) . g) 1

15 (112−4
√

2) . h) π

2 −1 .

i) 1
3 . j) π

12 −
√

3
8 . k) 2(1− log2) . l) 1

5 log 3
8 .

82. Primitiva: x2

2 log(1+ 4
x2 )+2log(x2 +4). lı́m

x→∞

f (x)
1/x = lı́m

t→0+

log(1+4t2)
t2 = 4⇒ la impropia diverge.

83.
∫

∞

3
1
x3 e−6/xdx≤

∫
∞

3
1
x3 = 1

18 (haciendo u = 1/x se puede hallar el valor exacto: 1
36 −

1
12e2 ).

84. a)
∫

∞

0
1

x4+x2 dx ; lı́m
x→0

1/(x4+x2)
1/x2 = 1: diverge en 0 , lı́m

x→∞

1/(x4+x2)
1/x4 = 1 converge en ∞ ; diverge.

b)
∫

∞

−∞

1
1+x2 dx = lı́m

a→−∞
arctanx

]0
−∞

+ lı́m
b→∞

arctanx
]∞

0 = π .

c)
∫

∞

0 e−x senxdx; |e−x senx| ≤ e−x; absolutamente convergente (=− e−x

2 (cosx+ senx)
]∞

0 = 1
2 ).

d)
∫

∞

0
1

x1+1/x dx ; lı́m
x→∞

x−(1+1/x)

1/x = lı́m
x→∞

x−1/x = lı́m
x→∞

e− logx/x = 1; divergente.

e)
∫

∞

1 ( 1
x −

1√
1+x2

)dx =
∫

∞

1
dx

x
√

1+x2(x+
√

1+x2)
es convergente (· · ·= log 1+

√
2

2 ).

f)
∫

∞

1 e−1/x , lı́m
x→∞

e−1/x = 1; divergente.

g)
∫

∞

0
1

(x+1)
√

x dx = π ; convergente. h)
∫

∞

1 ( 2√
x −

1
x )dx = 4

√
x− logx]∞1 ; divergente.

i)
∫

∞

0
arctanx

x3/2 dx ; lı́m
x→0

arctanx/x3/2

1/x1/2 = 1 , lı́m
x→∞

arctanx/x3/2

1/x3/2 = π

2 ⇒ converge ( · · ·=
√

2π ).

j)
∫ 1

0
1√
x cos 1

x dx, | 1√
x cos 1

x | ≤
1√
x : converge en 0.

k)
∫

∞

1
logx
x3 dx ; lı́m

x→∞
x2 logx

x3 = 0: converge (− logx
2x2 − 1

4x2

]∞

1 = 1
4 ).

l)
∫

∞

2 converge: 1/
3
√

x4−1
1/x4/3 →

x→∞
1.

∫ 2
1+ también converge: 1/

3
√

x4−1
1/ 3√x−1

= 1
3
√

(x+1)(x2+1)
→

x→1
1
3√4

> 0 .

m)
∫

∞

0
log(1+x)

x3/2 dx ; log(1+x)/x3/2

1/x1/2 →
x→0

1 , log(1+x)/x3/2

1/x5/4 →
x→∞

0⇒ converge ( 4arctan
√

x− 2log(1+x)√
x

]∞

0 = 2π ).

n)
∫

∞

1 (1− cos 2
x )dx ; lı́m

x→∞

1−cos 2
x

1/x2 = 2 : converge.

ñ)
∫ π/2

0
cos3 x
sen2 x dx ; lı́m

x→0
x2 cos3 x

sen2 x = 1: divergente (o a partir de la primitiva − 1
senx − senx ).

o)
∫

∞

1
e−x

(x−1)1/3 dx ; lı́m
x→∞

e−x/(x−1)1/3

e−x = 0 , lı́m
x→1

e−x/(x−1)1/3

1/(x−1)1/3 = e−1 : converge en 1 e ∞.

p)
∫

∞

1 logxsen 1
x2 dx converge: lı́m

x→∞

logxsenx−2

x−3/2 = lı́m
x→∞

logx
x1/2 lı́m

x→0+
sen t2

t2 = 0 .

q)
∫ 1

0 logxdx = x logx− x
]1

0 =−1 : converge.

r)
∫

∞

4
arctan 1

x
(2x−8)1/3 dx converge: lı́m

x→4

(x−4)1/3 arctan 1
x

(2x−8)1/3 = arctan 1
4

21/3 > 0, lı́m
x→∞

x4/3 arctan 1
x

(2x−8)1/3 = 1
21/3 > 0.

s)
∫

∞

0
sen

√
x

ex2−1
dx diverge:

sen
√

x =
√

x− x
√

x
6 + · · · , ex2−1 = x2+· · · ⇒ sen

√
x/(ex2−1)

1/x3/2 = x2−···
x2+···

x→0+
→ 1⇒

∫ 1
0 diverge.∣∣∣ sen

√
x

ex2−1

∣∣∣≤ 1
ex2−1

,
∫

∞

1
dx
x2 converge y 1/(ex2−1)

1/x2 = x2

ex2−1
→

x→∞
0 ⇒

∫
∞

1 converge (absolutamente).
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85. a) lı́m
x→0+

x( n
log(1+x) −

1
x ) = n−1⇒ diverge para n 6= 1 . Si n = 1 tiene ĺımite en x = 0.

b) En ∞ diverge si n≤ 2. Si n = 3, en x = 2 se comporta como la divergente
∫

2+
dx

x−2 .

Si n≥ 4, el denominador no tiene ráıces en [2,∞). La integral converge si n≥ 4.

86. i) En 0+ se comporta como 1
xa−1 y en ∞ como 1

xa . Converge si 1 < a < 2 .

ii) En 0+ sin problemas (arctan(x+ 1
x )→ π

2 ) . En ∞ converge para a> 1
2 , comparando con 1

x2a .

iii) En 0+ se comporta como xa y en ∞ como x3a. Converge para −1 < a <−1/3 .

87. a) x
∫ x

0 e−t2
dt = x(x− 1

3 x3 + · · ·)⇒ lı́m
x→0

(x2− 1
3 x4+···)−(x2− 1

3 x6+···)
x4− 1

2 x8+··· = lı́m
x→0

1
3 x4+···
x4+··· =− 1

3 .

b) Sea G(x) =
∫ 0
−x2 sen t2dt . lı́m

x→0

G(x)
x6 = lı́m

x→0
2xsenx4

6x5 = 1
3 ; −x2 ≤ G(x)≤ x2 ⇒ lı́m

x→∞

G(x)
x6 = 0 .

88. lı́m
t→∞

t−1/2

(log t+t)−1/2 = lı́m
t→∞

√
1+ log t

t = 1 e
∫

∞

2
dt√

t divergente ⇒ la impropia
∫

∞

2
dt√

log t+t diverge.

Como F(x),F(2x) →
x→∞

∞ , por L’Hôpital y TFC: lı́m
x→∞

F(2x)
F(x)

= lı́m
x→∞

2F ′(2x)
F ′(x)

= lı́m
x→∞

2/
√

log2x+2x
1/
√

logx+x
=
√

2 .

89. H(0) =
∫ 0
−1[t

3− 1
6 t9 + 1

120 t15 + · · · ]dt =− 1
4 + 1

60 −
1

1920 + · · · ⇒ H(0)≈− 7
30 .

H ′(1−) =−
∫ 1
−1 sen t3dt = 0 =

∫ 1
−1 sen t3dt = H ′(1+) ; derivable y H ′(1) = 0.

90. x3+x2−7
x3−2x2+x−2 = 1+ 3x2−x−5

(x−2)(x2+1) = 1+ 1
x−2 + 2x+3

x2+1 .

G(x) = x+ log |x−2|+ log(x2+1)+3arctanx−1− log2.

En [0,1] es g(x) > 1⇔ 3x2−x−5
(x−2)(x2+1) > 0 , pues denominador negativo y 3x2−x−5≤ 3−0−5 < 0 .

G′ = g > 0, G continua en [0,1], G(0) =−1 < 0, G(1) = 3π

4 > 0⇒∃ único c∈ (0,1) con G(c) = 0.∫ 3
2+

√
g(x) dx =

∫ 3
2+

√
x3+x2−7

x2+1
dx√
x−2

converge pues
∫ 3

2+
dx√
x−2

converge y lı́m
x→2+

√
g(x)

1/
√

x−2
= 1 .

f

1–1

e 

–1

Fárea
infinita

 –(3e)–1/3

91. F ′(x) = xex3 ⇒ F decrece en [−1,0] , crece en [0,∞)⇒
el valor mı́nimo es F(0) . [Bastaŕıa decir: hasta x=0

vamos añadiendo áreas negativas y luego positivas].

Además F x→∞→ ∞ , pues f >0 en [0,∞) y claramente
∫

∞

0 f diverge,

por tender f → ∞ (o porque si t >0 , t et3
> t e

∫
∞ t dt diverge).

El valor máximo de F no existe.

En [−1,0] es et3≤1 , t≤0 ⇒ t et3 ≥ t ⇒
F(0) =

∫ 0
−1 t et3

dt >
∫ 0
−1 t dt =− 1

2 .

f ′(t)=(1+3t3)et3 ⇒ mı́nimo de f en t =−3−1/3 ⇒ f (t)≥−(3e)−1/3 en [−1,0]⇒

F(0)>
∫ 0
−1−(3e)−1/3dt =−(3e)−1/3 >− 1

2 [pues (3e)−1/3 < 1
2 ⇔ e> 8

3 =2.66 . . .].

O Taylor: F(0) =
∫ 0
−1

[
t +t4 + t7

2 + t10

6 + · · ·
]

dt =− 1
2 + 1

5−
1

16 + 1
66 + · · · (de Leibniz)⇒F(0) >− 1

2 .

92. i)
∫ 1/2

0

∞

∑
n=0

(n+1)xn dx =
∞

∑
n=0

∫ 1/2

0
(n+1)xn dx =

∞

∑
n=0

( 1
2

)n+1 = 1
( ∞

∑
n=0

(n+1)xn =
1

(1− x)2

)
.

ii)
∫

π

0

∞

∑
n=1

cosnx
n2 dx =

∞

∑
n=1

∫
π

0

cosnx
n2 dx = 0 . iii)

∫ 1

0

∞

∑
n=1

1
(n+ x)2 dx =

1
3

∞

∑
n=1

(
1
n3 −

1
(n+1)3 ) =

1
3

.
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B. Soluciones de estos problemas

93.
∫ 2

0 |x3−3x2 +2x|dx =
∫ 1

0 (x3−3x2 +2x)dx+
∫ 2

1 (−x3 +3x2−2x)dx = 1
2 .

94.
∫ 1

0
√

xdx+
∫ 2

1
√

2− xdx = 4
3 . (O bien

∫ 1
0 [(2− y2)− y2]dy = 4

3 ).

95.
∫ π/4
−π/4[ |cosx|− |sinx| ]dx) = 2(

∫ π/4
0 [cosx− sinx]dx) = 2(

√
2−1) .

96. Las curvas se cortan en (1,±1). área = 1
4 área del ćırculo+2

∫ 1
0 (y− y2)dy = π

2 + 1
3 .

1 2

g

prob 93

1 2

prob 94

—„/4 „/4

prob 95

—1
ˆ2

1

prob 96

—
1

! 
!/2

1

–1

!/3
–!/2 –!/6

sen x
sen(x–!/3)

2!/3

–!/3

5!/6

97. Cortes entre f (x) = senx y g(x) = sen(x− π

3 ) :

senx− sen(x− π

3 ) = 2sen π

6 cos(x− π

6 ) = 0

→ x =−π

3 , 2π

3 , o bien

senx = 1
2 senx−

√
3

2 cosx ,

→ tanx =−
√

3 , x =−π

3 , 2π

3 .

Área =
∫ 2π/3
−π/3 cos(x− π

6 )dx = [sen(x− π

6 )]2π/3
−π/3 = 2 .

O bien:
∫ 2π/3
−π/3[senx− sen(x− π

3 )]dx = [cos(x− π

3 )− cosx]2π/3
−π/3 = 2 .

98. y = k(x−1)+2 , A(k) = 1
6 (k2−4k +8)3/2 , A′ = 0 ⇒ k = 2 .

prob 100

1

1/2—1—ˆ2

1+ˆ2—

—
y = —e—ax

0

—1

1/a
—1+ax

prob 99

99. La recta tangente es: y =−1+ax ,
que corta y = 0 en x = 1

a ,

definiendo un triángulo de área 1
2a .

El área de la región limitada por la curva
(impropia convergente) es el doble:

−
∫

∞

0 (−e−ax)dx = 1
a .

100. 1
2

∫ 3π/4
0

dθ

(1+cosθ)2 =
∫ 1/2
−1−

√
2

√
1−2xdx−

∫ 0
−1−

√
2 (−x)dx =

∫ 1+
√

2
0 ( 1−y2

2 + y)dy = 1
6 (5+4

√
2) .

132 Cálculo - 0.9.3



C. Problemas adicionales

Naturales, enteros, racionales y reales

1. Demostrar por inducción sobre n:

a) que la suma de los n primeros números impares es n2 ;

b) las fórmulas: i)
n

∑
k=0

rk = 1−rn+1

1−r , ii)
n

∑
k=1

k3 = n2(n+1)2

4 ;

c) las desigualdades:
√

n≤ 1
1 + 1√

2
+ · · ·+ 1√

n ≤ 2
√

n .

2. Hallar el mcd y el mcm de: a) 1995 y 9009 , b) 12345 y 67890 , c) 135, 315 y 351 .

3. Simplificar: a) (
√

2−1)
7

, b) (3+
√

2)
4
(3−

√
2)

4
, c) (

√
2−1)

−3
.

4. Calcular
(n

0

)
+

(n
1

)
+ · · ·+

( n
n−1

)
+

(n
n

)
para n = 2,3,4,5 y 6 y deducir de la fórmula del

binomio el valor de la suma para cualquier n . ¿Cuánto vale
(n

0

)
−

(n
1

)
+

(n
2

)
−·· ·+(−1)n

(n
n

)
?

5. ¿Cuánto vale
n

∑
k=1

1 ? ¿Cuánto vale
n

∑
k=1

(ak−ak−1) , n≥ m ? ¿Es
n

∑
k=1

(ak)( 1
ak

) =
n

∑
k=1

ak
ak

=
n

∑
k=1

1 ?

6. Probar que
√

3 y 3
√

2 son irracionales.

7. Probar que si a,b,c,d > 0 y a
b < c

d entonces a
b < a+c

b+d < c
d . Encontrar un racional y un

irracional que sean mayores que 11/17 y menores que 9/13 .

8. En dos partidos de baloncesto sucesivos un jugador ha obtenido un porcentaje de
acierto en tiro de tres puntos superior al de otro jugador. ¿Implica esto que en el conjunto
de los dos partidos es más alto el porcentaje del primer jugador?

9. Demostrar que la media geométrica de dos números positivos x e y es menor o igual
que la aritmética, es decir, que

√
xy≤ (x+ y)/2 , si x,y > 0 . ¿Cuándo coinciden?

10. Probar que: max(x,y) = 1
2(x+ y+ |y− x|) , min(x,y) = 1

2(x+ y−|y− x|) .

11. Determinar si cada afirmación es cierta o falsa:
a) x<y⇒ x−1 > y−1 ; b) x<y⇒ x3 < y3 ; c) 0<x<y⇒ 3x2 < x2 + xy+ y2 < 3y2 ;

d) |x−5|< 2⇒ 0 < x < 8 ; e) x < 5⇒ |x|< 5 ; f) |x|< 5⇒ x < 5 ; g) ∃x con |x+1|< x ;
h) ∃x con |x−1|= |2−x| ; i) ∃x con |x−1|=−|2−x| ; j) x2−1≤ |x2−1| ≤ x2 +1 ∀x .

12. La unión de intervalos
⋃

n∈N
( 1

2n , 1
2n−1), ¿tiene supremo e ı́nfimo? ¿es abierto o cerrado?

13. Probar que si A y B son conjuntos abiertos entonces A∪B y A∩B son también abiertos.
Más en general, ¿es abierto el conjunto unión de una sucesión infinita de conjuntos
abiertos?, ¿lo es su intersección? Deducir propiedades análogas para conjuntos cerrados.
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C. Problemas adicionales

Funciones, sucesiones, ĺımites y continuidad en R

1. Hallar la ecuación de la recta que pasa por (−1,4) y (2,−5) . Hallar y dibujar la
función inversa y = f−1(x) de la función y = f (x) definida por la recta anterior. Escribir
las funciones compuestas f 2◦[ f−1]2 y [ f−1]2◦ f 2 .

2. Encontrar el dominio de las siguientes funciones:

f (x) =
√

1−x2 +
√

x2−1 ; g(x) =
√

senx+ cosx ; h(x) = 1
tanx ; k(x) =

√
1−x+ log(1+x)

3. Sean C(x) = x2 ; R(x) =
√

x ; L(x) = 1− x . Precisar en qué intervalos es f = R◦C◦L
inyectiva, hallando la f−1 en cada intervalo. Expresar la función g(x) =

√
1−

√
1− x2

como composición de C , R y L y precisar su dominio.

4. Si f y g son crecientes, ¿lo es f +g ? ¿Y f ·g ? ¿Y f ◦g ?

5. a) Expresar sen x
2 y cos x

2 en función de cosx . b) Expresar senx y cosx en función
de tan x

2 . c) Probar que tan x
2 = senx

1+cosx .

6. Hallar (sin calculadora) los siguientes valores (en el caso de que existan):

cos(−13π

3 ) sen π

8 sen 7π

12 tan 5π

4 arctan(tan 5π

4 ) arcsen(arccos0) ch(log3)

[cos 3π

4 ]1/4 1252/3 e3log4−log5 log2 64 log(log(log2)) cos(arctan17) [sh(−1)]π

7. a) Expresar sen3x y cos3x en función de senx y cosx . b) Si senα =−3
5 y α está

en el tercer cuadrante, hallar cos3α y precisar en qué cuadrante está 3α .

8. Comprobar que:
ch2x−sh2x=1 ; 1

ch2x
=1−th2x ; sh(x+y)=shxchy+chxshy ; ch(x+y)=chxchy+shxshy .

9. ¿Qué forma tienen las sucesiones convergentes cuyos términos son todos enteros?

10. ¿Tienen an = sen n2π

4 − 7
n , bn = 2(−2)n

y cn = cosn+n alguna subsucesión convergente?

11. Demostrar que {an}→ a > 0⇒{√an}→
√

a , y que {an}→ ∞⇒{√an}→ ∞ .

12. Sea an ≤ bn ≤ cn . Probar que:
i) an → L , cn → L⇒ bn → L ; ii) bn → ∞⇒ cn → ∞ ; iii) bn →−∞⇒ an →−∞ .

13. Sean: cn → 0 , bn → 1 , in →∞ , dn →−∞ y an acotada. ¿Qué se puede afirmar sobre la
convergencia de: {in+dn} , {cn+an} , {cnin} , {inan} , {bnan} , { cn

an
} , {bn

cn
} , { in

dn
} , {icn

n } ,
{bin

n } ?

14. Demostrar que si {an} es acotada y sus únicos puntos de acumulación son 107 y 10−7,
y la sucesión {bn} diverge hacia +∞ , entonces la sucesión {anbn} es divergente hacia +∞ .

15. Probar por inducción que
n

∑
k=1

k2 =
n(n+1)(2n+1)

6
y hallar el ĺımite de 12 +22 + · · ·+n2

n3 .

16. Hallar una sucesión cuyos 5 primeros términos sean −1, 3
2 , −5

6 , 7
24 , − 9

120 y precisar
si converge.
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C. Problemas adicionales

17. Hallar el ĺımite de a1/n para todo a≥ 0 , sin hacer uso de teoremas no demostrados.

18. Sean f (x) = 2x−senx
x+2senx y L = lı́m

x→∞
f (x) . Hallar un M tal que | f (x)−L|< 0.1 si x > M .

19. Utilizando sólo las definiciones probar que: a) lı́m
x→∞

(4x+100cosx) = ∞ , b) lı́m
x→3

x2 = 9 ,
y que es falso: c) lı́m

x→2
3x = 5 , d) lı́m

x→∞
senx = 0 .

20. Probar que f (x) = x2 sen 1
x , f (0) = 0 y g(x) =

√
|x|−5x son continuas en 0 utilizando

la definición ε-δ . En particular, determinar un δ para ε = 1 y ε = 0.01 .

21. Describir todas las funciones f que cumplen las siguientes condiciones:

a) ∀ε ∃δ > 0 : |x−a|< δ ⇒ | f (x)− f (a)|< ε ;

b) ∀ε > 0 ∀δ > 0 : |x−a|< δ ⇒ | f (x)− f (a)|< ε

22. Sean f (x) = [1
x ] (parte entera), x > 0 ; g(x) = cos 1

x ; h(x) = tanx
x2 ; k(x) =

{
|2− x| si x < 3
x−4 si x≥ 3

.

Determinar los puntos a para los que dichas funciones tienen ĺımite en a ; son continuas
en a ; poseen ĺımites laterales en a . Ver si tienen ĺımite cuando x tiende a ∞ .

23. Determinar (si existen) los ĺımites siguientes:

a) lı́m
x→0

esen |x|−x−1
1− log(x+ cosx)

; b) lı́m
x→0

|x|
7x

; c) lı́m
x→0

[
3+2x
x+5x2 −

3
x

]
; d) lı́m

x→0

6x− sen2x
2x+3sen4x

;

e) lı́m
x→∞

[√
2x2−

√
2x2−6x

]
; f) lı́m

x→∞
th(chx− cosx) ; g) lı́m

x→∞

arctanx
x

;

h) lı́m
x→1

[
2

logx −
3√

logx

]
; i) lı́m

x→1
e−1/|x−1| ; j) lı́m

x→1
sh(logx) ; k) lı́m

x→1

x5−1
x−1

.

24. Hallar (si existe) el ĺımite de las siguientes sucesiones:

a) an = 2n−
√

n3

3n+logn ; b) bn = 1
2n

√
12n3+6n−2−

√
3n−5 ; c) cn = n3−

√
n! ;

d) dn = [ n+1
n2+2 ]n ; e) en = [n2+1

n2+2 ]
n

; f) fn = [n5 +n+7]1/n ; g) gn = n!
nn .

25. Supóngase que f es continua en [a,b] y que f (x) es siempre racional. ¿Qué puede
decirse acerca de f ?

26. Probar que x5 = 2x tiene una solución i) menor que 2 , ii) mayor que 2 .

27. Sea f (x) = log |x−1|−cosx . ¿Existe c∈ (0,2) con f (c) = 0 ? ¿Alcanza su valor mı́nimo
en [0,4] ?

28. Supóngase f continua en [a,b] y sea c un número cualquiera. Demostrar que existe
un punto de la gráfica de f en [a,b] para el que la distancia a (c,0) se hace mı́nima.
¿Es cierto lo anterior si sustituimos [a,b] por (a,b) ? ¿Y si sustituimos [a,b] por R ?

29. Probar que f (x) = 7x−5 es uniformemente continua en R y que g(x) = x2 no lo es.
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C. Problemas adicionales

Derivadas en R

1. Hallar las derivadas de las funciones inversas (sh)−1 , (ch)−1 y (th)−1 .

2. Demostrar que la derivada de una función par es impar y viceversa. ¿Es periódica la
derivada de una función periódica?

3. Un astronauta viaja de izquierda a derecha sobre la curva y = x2 . Al desconectar el
cohete viajará a lo largo de la tangente a la curva en el punto en que se encuentre. ¿En
qué punto debe desconectar para alcanzar i) (4,9) , ii) (4,−9) ?

4. Hallar los valores a tales que la recta tangente a la gráfica de f (x) = (x2−3)e−x en
x = a pase por el punto (1,0) .

5. Probar que la tangente a la gráfica de f (x) = 1
x corta a la gráfica de f sólo en el propio

punto (a, 1
a) .

6. Hallar la ecuación de la elipse con sus ejes paralelos a los coordenados y centrada en
el origen que tiene por tangente la recta 5y+4x = 25 en un punto de abscisa x = 4 .

7. ¿Bajo qué ángulos se cortan las curvas y = senx , y = cosx ?

8. Probar que f (x) = x2− xsenx− cosx tiene exactamente dos ceros.

9. Dibujar la gráfica de f (x) = |4x− 3| − x2 . Determinar los valores máximo y mı́nimo
que alcanza la función f en el intervalo [−3,3] . ¿Existe algún x ∈ (0,2/3) para el que
f (x) = 0 ?

10. Probar que: f ′ acotada en un intervalo I ⇒ f uniformemente continua en I .
Probar que f (x) = (1+ x2)−1 es uniformemente continua en todo R .

11. Sean P(x) = x5 + 3x4− 7x3− 21x2 + 10x + 30 y Q(x) = x3− 3x2− 5x + 15 . Hallar el
mcd(P,Q) . Hallar las ráıces de P y de Q . Realizar el producto P ·Q y la división P/Q .

12. Ver que P(x)=2x5+3x4+4x3+6x2+2x + 3 tiene ráıces múltiples y hallar todas sus
ráıces.

13. Hallar todas las soluciones de: x4 +2x2 +8x+5 = 0 , x4 +1 = 0 , 3x4−7x3−7x+3 = 0 .

14. Precisar cuántas ráıces de los siguientes polinomios hay en los intervalos indicados:
a) P(x) = 3x3−x2+x−1 en (−∞,0) y (1,∞) b) P(x) = x4+x3+x2+x en (−∞,0) y (0,1)
c) P(x) = x4+8x−1 en (−3,−2) y (0,1) d) P(x) = 2x5+8x3+5x−6 en (−∞,0) y (0,∞)

15. Probar que el polinomio P(x) = x5 + x+9 tiene una única ráız real. Encontrar, utili-
zando el teorema de Bolzano, un intervalo de longitud 1/4 en el que se encuentre dicha
ráız. Precisar el valor de la ráız utilizando el método de Newton.

16. Sean los polinomios cúbicos: i) x3 + x− 17 , ii) 2x3− 7x2 + 1 , iii) 16x3− 12x2 + 1 .
Dibujar sus gráficas. Hallar sus ráıces reales a partir de las fórmulas de los apuntes.
Hallar aproximadamente dichas ráıces utilizando el método de Newton.
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C. Problemas adicionales

17. Hallar aproximadamente todas las soluciones reales de las siguientes ecuaciones:

a) 3x3−2x2−6x+4 = 0 ; b) x4 +4x2−1 = 0 ; c) x5 + x+1 = 0 ;

d) xsenx+ cosx = x2 ; e) x thx = 1 ; f) log |x|= x−1 .

18. Hallar aproximadamente los cortes con y=0 , los extremos y los puntos de inflexión:

P(x) = 9x4 +8x3 +28x2 +24x+3 , Q(x) = 2x5−15x3 +20x2 +5x+3 , f (x) = ex− x3 .

19. Aplicar el método de Newton partiendo de x0 = 1 a f (x) = x2 y a g(x) = 3
√

x .

20. Ver que f (x) = ex/3 es contractiva en [0,2] y aproximar el único cero de x = ex/3 en
dicho intervalo.

21. Precisar cuántos ceros reales tiene el polinomio P(x) tal que P′(x) = 3x2 +2x−8 y
tal que la recta tangente a su gráfica en el punto de abscisa x = 0 pasa por (1,−1) .

22. Dibujar las gráficas de las funciones:

a) 3x4−4x3 ; b) x
x2+1 ; c) x2−4x+5

x−2 ; d) 2√
x −

1
x ; e) x3

√
4− x2 ; f) 3x2/3 +2x ;

g) 3sen(x−2) ; h) x
4 − secx ; i) 1+ | tanx| ; j) cos2 2x−|cosx| ; k) senx

x ;

l) arcsen 1−x2

1+x2 ; m) e−|x| ; n) e−x2
; ñ) sen(tanx) ; o) log(x2− x) .

23. Dibujar las curvas:

a) x2 + y2 +2x−4y = 0 ; b) x2− xy+ y2 = 3 ; c) 4x2− y2−8x = 12 ; d) x2y2 = x2−1 .

24. Una farola, que tiene su luz a 3m de su base, ilumina a un peatón de 1.75 m que se
aleja a una velocidad constante de 1 m/s . ¿A qué velocidad se mueve el extremo de su
sombra? ¿A qué velocidad crece dicha sombra?

25. Un globo se eleva verticalmente desde el suelo a 100 m de un observador, a una
velocidad de 2m/s . ¿A que ritmo crece el ángulo de elevación de la ĺınea de visión del
observador cuando el globo está a una altura de i) 10 m , ii) 100m ?

26. Un tren parte de una estación en ĺınea recta hacia el norte a 100 km/h . 12 minutos
después parte otro hacia el este a 50 km/h . ¿A qué ritmo cambia la distancia entre los
trenes 1 hora después de la partida del segundo?

27. Hallar el valor mı́nimo de la suma de los arcos tangentes de dos reales ≥ 0 cuya suma
sea 1 .

28. Hallar los puntos de la gráfica de f (x) =
√

6+ x
2−

x2

4 situados a mayor y menor
distancia del (4,0) .

29. a) Precisar el número de ráıces reales de P(x)=3x4−3x+1 . b) Determinar si el punto
de la curva y = x3 más cercano al punto (0,1) está a la derecha o a la izquierda de x = 1

2 .

30. Hallar la forma del cono de mayor volumen entre aquellos de superficie fija (base
incluida).
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31. Un lanzador de peso es capaz de lanzar desde una altura de 1.5m sobre el suelo con
una velocidad de 12 m/s . Hallar el ángulo con el que debe hacerlo para llegar lo más
lejos posible. ¿Qué longitud puede alcanzar (tomar g=10m/s2)?

32. Determinar los puntos de la parte de la gráfica de g(x) = 1− (x−2)3 contenida en
x,y≥ 0 , para los que la recta tangente en ellos corta el eje y en el punto i) más alto, ii)
más bajo.

Series, Taylor y ĺımites indeterminados

1. Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:

a) ∑
3√4n+5
4√n5+3

b) ∑ n2( e
3)n c) ∑(−1)ne−1/n2

d) ∑
7n+logn

n!+n3

e) ∑
n

(−3)n f) ∑
3n+1

n(2n−1) g) ∑(−1)n 2n+(−1)n

n3+(−1)n h) ∑3ncos2

i) ∑cos
√

n+1
n! j) ∑

senn
n3/2 k) ∑(−1)n tan 1

n l) ∑arcsen 1
n

2. Estudiar la convergencia de la serie ∑an , siendo an+1 =−1
2

(
1+ 1

n

)n/2
an y a1 = 1 .

3. Precisar para qué c∈R convergen las series: a) ∑(
√

nc +1−
√

nc) ; b) ∑
cn2−5n

n3 .

4. Hallar la suma de la serie
∞

∑
n=1

1
n11 , con error menor que 10−5 .

5. Precisar para qué x converge
∞

∑
n=1

(−1)nxn y hallar su suma. Para i) x = 1
4 , ii) x =−1

4 ,

¿cuántos términos hay que sumar para aproximar el valor exacto con error menor que
10−3 ?

6. Probar que
∞

∑
n=1

1
1+5n converge y que su suma está entre 0.213 y 0.215 .

[Usar los tres primeros términos y acotar el resto mediante una serie geométrica].

7. Una pelota cae desde una altura inicial de 1m sobre una superficie horizontal. Si en
cada rebote alcanza un 80% de la altura anterior, ¿qué distancia recorre hasta pararse?

8. Una persona y su perro caminan a una velocidad de 1 m/s hacia su casa. A 100 m de
la puerta el perro comienza a correr yendo y viniendo de la persona a la puerta a 4 m/s ,
hasta que la persona entra en casa. ¿Qué distancia recorre el perro desde que empieza a
correr?

9. Estudiar en qué subconjuntos de R convergen uniformemente las siguientes fn(x) :

a) x√
n3+x

; b) cosnx ; c) x1/n ; d) sennx
n ; e) nx2e−nx2

.

10. Estudiar para qué x convergen, y si lo hacen uniformemente en el intervalo indicado:

a) ∑
x

n+1 en [0,1] b) ∑e−nx2
sennx en [1,∞) c) ∑

xn

(n+1)2n en [−1,1] d) ∑
x√

n3+x
en [0,1]

11. Sumar la serie x
x+1 + x

[x+1][2x+1]+
x

[2x+1][3x+1]+· · · ¿Converge uniformemente en [0,∞) ?
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12. Escribir el polinomio P(x) = x3−2x2− x+5 ordenado en potencias de (x−2) .

13. Calcular P3 , el polinomio de Taylor de grado 3 en x = 0 de f (x) = tanx . Determinar
si P3(1) es mayor o menor que tan1 sin utilizar calculadora.

14. Probar que π

4 = arctan 1
2 + arctan 1

2 .
Usando el desarrollo de arctanx , calcular el valor de π con error menor que 10−3.

15. Calcular el valor de 10
√

1.2 con error menor que 0.01 . Hallar el valor de
√

1/2 a
partir de un polinomio de Taylor de orden 3 y dar una cota del error cometido.

16. Escribir la serie de Taylor de f (x) = 1
2 log 1+x

1−x , hallar su radio de convergencia y
precisar donde la serie coincide con f . Aproximar con el polinomio de Taylor de f de
orden 3 el valor de log2 dando una cota del error cometido.

17. Sea P3(x) el polinomio de Tayor de orden 3 en x = e de f (x) = x logx . ¿Se comete
un error menor que 10−3 si se aproxima f (3) = log27 con el valor de P3(3) ?

18. Hallar el desarrollo de Taylor hasta x6 de la función f (x) = [36+ x3]−1/2. Hallar un
racional que aproxime con error menor que 10−2 : i) f (2) , ii) f (−1) .

19. Mediante polinomios de Taylor determinar con un error menor que 10−3 el valor de:

a) sen3 , b) e−2 , c) log 1
2 , d) sh(−1) , e) ch 1

2

20. Desarrollar en x = 0 , hallando su término general y su radio de convergencia, e
indicando dónde coinciden función y serie:

a) 2xe−2x ; b) 3x2
; c) − log(1−2x) ; d) 5x−1

x2−x−2 ; e) (1+ x)−2 .

21. Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor en x = 0 de:

a) e−x cosx ; b) [arctanx]2 ; c) chx
(1+x)3 ; d) cos2x

1+x2 ; e) log
(

x+
√

1+ x2
)

.

22. Hallar la suma de las siguientes series:

a)
∞

∑
n=2

e1−4n ; b)
∞

∑
n=1

ln (n+1)2

n(n+2) ; c)
∞

∑
n=0

(−1)n

22n(2n+1) ; d)
∞

∑
n=2

4
n2−1 = 3 .

23. Hallar los Q1 , Q2 y Q3 de interpolación de cosx en los puntos x siguientes:
a) 0 y π/3 ; b) 0, π/3 y π/2 ; c) 0, π/6, π/3 y π/2 .

Utilizar Q1 y Q2 para aproximar el x tal que cosx = x .

24. Hallar el A4 de la fórmula de interpolación de Newton para puntos equidistantes.
Hallar el Q4 que interpola sen2 πx en 0, 1

4 , 1
2 , 3

4 y 1 . Aproximar con él sen2 7π

12 .

25. Hallar un polinomio cúbico P(x) tal que xcosx−P(x)
(x−1)3 tienda a 0 cuando x→ 1 .

26. Sea f ∈C4. Probar que: f ′(a)= f (a+h)− f (a−h)
2h +o(h) y f ′′(a)= f (a+h)+ f (a−h)−2 f (a)

h2 +o(h) .

Si f (x) = 4x , aprovechar lo anterior para aproximar f ′(0) y f ′′(0) tomando h= 1
2 .
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27. Calcular los siguientes ĺımites indeterminados cuando x tiende al a indicado:

a = 0 : 1
x2 − 1

sen2x , ex+e−x−x2−2
sen2 x−x2 , log[cos2x]

log[cos3x] , chx−cosx
x2 ;

a = 0+ :
[1

e (1+ x)1/x
]1/x

; a = 1− : logx log(1− x) ;

a = ∞ : 1−xarctan(1/x)
1−cos(1/x) , [cos 1

x ]
logx , x4

[
cos 1

x − e−1/x2
]

.

28. Hallar el ĺımite cuando x tiende a 0 , ∞ , −1+ de:

i) log(1+2x2)−log(1+x2)
arctanx2 ; ii) x[cos 1

x −1] ; iii) x−senx
xarctanx2 ; iv) arctanx−shx

x(chx−cosx) .

29. Hallar el ĺımite cuando x→ 0 para el único valor de a para el es finito:

i)
cosx− eax

senx+ log(1− x)
; ii)

senx
x3 − a

x2 .

30. Precisar para qué valores de b tiene ĺımite x−b[
√

1+9x4 −1] si i) x→ 0+ , ii) x→∞ .

31. Hallar el ĺımite cuando x→ 0 de senx2−x2

x2n y tanx
xn para todos los n∈N en que exista.

32. Definiendo f (0) para que sean continuas, estudiar si existen f ′(0) y f ′′(0) :

a) xarctan 1
x ; b) tanx

x ; c) log(1+|x|)
|x| ; d) arctan(logx2).

33. Dibujar las gráficas de las siguientes funciones:

a) x logx2− x2 ; b) 6log |x|+ 1
x2 + 3

x3 ; c) xarctan 1
x ; d) e−1/x ;

e) x−1e−x ; f) x−3e−6/x ; g) th 1
x ; h) x1/x; i) xa sen 1

x , a∈R .

34. Sea f (x) = senx− xcosx . Dibujar su gráfica.
Precisar para qué m existe el ĺımite de x−m f (x) si i) x→ 0 , ii) x→ ∞ .

35. Sea f (x) = e4/x−4/x2
, f (0) = 0 . Precisar los puntos en que f es continua y derivable.

Hallar máximos, mı́nimos y puntos de inflexión. Hallar sus aśıntotas. Dibujar su gráfica.
Utilizando P1,1 , polinomio de Taylor de grado 1 en x=1 , dar un valor aproximado de
f (1.1) . Precisar sin calculadora si el valor aproximado es mayor o menor que el exacto.

36. i) Dada g(x) = sen2(π

x ) , evaluarla en x = 4
n , n∈N , y esbozar su gráfica usando estos

datos. ¿Converge la sucesión {g(4
n)} ? ¿Posee alguna subsucesión convergente?

ii) Sea f (x) = xsen2(π

x ) si x 6= 0 , f (0) = 0 . Justificar si es f continua y derivable en x = 0 .
Determinar el ĺımite de f cuando x → ∞ . Hallar los mı́nimos de f en x > 0 . Estudiar
concavidad y convexidad. Dibujar la gráfica de f . Probar que el máximo absoluto de f
en todo R se alcanza en un x ∈ [2,3] .

37. Calcular el ĺımite de las siguientes sucesiones:

a) an = n−1 log2 n+n22−n ; b) bn = n2−1
3n sen n

n2−1 ; c) cn = n3(1− cos 1
n) log(1+ 1

n)
(utilizar técnicas de cálculo de ĺımites de funciones y justificar los pasos).

38. Usando el teorema del valor medio hallar el ĺımite de la sucesión an =n1/3−(n+1)1/3 .
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Integración en R

1. Utilizando exclusivamente la definición de integral calcular
∫ 1

0 xdx e
∫ 2

1 x−2dx .

2. Sea f acotada en [a,b] . Precisar si las siguientes implicaciones son verdaderas o falsas:

f ∈C1[a,b]⇒ f integrable en [a,b]

f integrable en [a,b]⇒ f alcanza su máximo en [a,b]

f decreciente en [a,b]⇒ f integrable en [a,b]

f integrable en [a,b]⇒
∫ b

a f 2 =
[∫ b

a f
]2

3. Aproximar e con la definición logx=
∫ x

1
dt
t y las desigualdades 1

t21/20 < 1
t < 1

t19/20 , t >1 .

4. Sea f dada por: f (x)=−1 si x∈(0,1) ; f (x)=3−2x si x∈(1,2) ; f (0)= f (1)= f (2)=0 .
Hallar F(x) =

∫ x
0 f (t)dt y Φ(x) =

∫ x
0 F(t)dt para los x∈ [0,2] que exista.

Determinar dónde Φ tiene primera y segunda derivadas, calculando Φ′ y Φ′′ .

5. Si F(x) = x
∫ x

0 et2
dt , hallar F ′′(5) .

6. Derivar las siguientes funciones:

a) F(x) =
∫ x3

1 sen3 t dt ; b) G(x) =
∫ x

1 xsen t3 dt ; c) H(x) = sen(
∫ x

0 sen(
∫ y

0 sen3 t dt)dy) .

7. Determinar en qué x del intervalo que se indica alcanzan su máximo y su mı́nimo las
funciones:

a) F(x) =
∫ x
−1

t dt
t2−9 en [−1,2] ; b) G(x) =

∫ x+1
x

t dt
t2+2 en R ;

c) H(x) =
∫ 3x−x2

−2 tet4
dt en [0,2] ; d) K(x) =

∫ x
π

sen2 tdt en [0,4π].

8. Siendo f (x) =
∫ x

0

√
1+3t4 dt y g(x) = e2x , hallar ( f ◦g)′(0) y (g◦ f )′(0) .

9. Calcular ( f−1)′(0) si f (x) =
∫ x

π
[1+ sen(sen t)]dt .

10. Calcular las siguientes primitivas:

a)
∫ dx

x3+x−2 b)
∫

x3e−xdx c)
∫

x arctanx dx d)
∫ ex dx

1+e2x

e)
∫ dx

chx f)
∫ cosxdx

3+cos2x g)
∫

cos5xsen2xdx h)
∫

x3(logx)2dx

i)
∫

cos(logx)dx j)
∫ x2 dx√

x2+4
k)

∫
cos2(πx)dx l)

∫
e2x cos(ex)dx

m)
∫

sen6 x dx n)
∫

ex log(ex+1)dx ñ)
∫ dx√

1+ex o)
∫ √

xe−2
√

xdx

p)
∫ dx

(1−x2)3/2 q)
∫ dx√

x−1−
√

x+1
r)

∫ x2+x+1√
9−x2 dx s)

∫ xdx√
2+x−x2

11. Expresar In(x) =
∫ dx

[x2+a2]n en función de In−1(x) . Calcular
∫ dx

[x2+1]2
y

∫ dx
[x2+2x+5]3

.

12. Expresar In =
∫ π/2

0 sennxdx en función de In−2 . Calcular I2n , I2n+1 .

13. Calcular:
∫

π

0 senmxsennxdx ,
∫

π

0 cosmxcosnxdx ,
∫

π

0 senmxcosnxdx , m,n∈N .
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14. Explicar por qué el cambio de variable resultados falsos si:

a)
∫ 1
−1 dx , t = x2/3 ; b)

∫ 1
−1

dx
1+x2 , t = 1

x .

15. Sea f continua en R y sea f una primitiva de f ¿Si f es impar, es necesariamente
f par? ¿Si f es par, es necesariamente f impar? ¿Si f es periódica es necesariamente f
periódica?

16. Estudiar la convergencia de las siguientes impropias. Hallar su valor si se puede:

a)
∫

∞

π
arctanx
x3−8 dx b)

∫ 2
0

dx
(x−1)4/3 c)

∫
∞

1 log(1+ 4
x2 )dx d)

∫
∞

0
1−cosx

x2 dx

e)
∫

∞

0
xcosx

ex dx f)
∫

∞

0
dx

2ex−1 g)
∫

∞

1

√
1
x + 3

x2 dx h)
∫

∞

0 xsen2(π

x ) dx

i)
∫

∞

0
sen2x√

x dx j)
∫

∞

1
logx√
x−1

dx k)
∫ 1

0
log(1+x)

x2 dx l)
∫

∞

1
x+2ecosx

x3−2
√

2
dx

m)
∫

∞

0
sen4x
ex4−1

dx n)
∫

∞

0

√
xdx

e2x−1

17. Sea f (x) = 1
x +4arctanx . Dibujar su gráfica y probar que π +1≤

∫ 2
1 f ≤ 2π .

Determinar si converge la integral impropia
∫

∞

1 f . Hallar lı́m
x→∞

1
x

∫ x
1 f .

18. Aproximar log2 =
∫ 2

1
dx
x utilizando las fórmulas de los trapecios (n = 2,n = 4) y

Simpson (n = 2,n = 4; o sea, m = 1,m = 2).

19. Aproximar
∫ 1

0 e−x2
dx ,

∫ 1
0

√
x4 +1 dx e

∫ 2
1

ex

x dx utilizando Taylor y Simpson.

20. Probar las acotaciones:

i) 0≤
∫ π/2

0 sen(senx)dx≤ π

2 , ii) 2
21 ≤

∫ 1
0

x6dx√
x4+1

≤ 1
7 , iii) 3

8 ≤
∫ 1/2

0

√
1−x
1+x dx ≤ 2

5 .

21. Sea f (x) = cos
√
|x| . Estudiar si es derivable en x = 0 . Hallar, si existen, los valores

máximo y mı́nimo de f en el intervalo [−4,1] . Calcular
∫ 4
−4 f . Probar que 7

10 ≤
∫ 1

0 f ≤ 7
8 .

22. Estudiar para qué valores enteros de n se verifica que 3 <
∫ 1

0
nx

4+x4 dx < 4 .

23. Hallar el valor de I =
∫ 1

0
x

x4−16 dx y un racional que aproxime I con error menor
que 10−2.

24. Sea f (x) = x2+2
x4+4 . Hallar una primitiva de f . Probar que 1

2 ≤
∫ 1

0 f ≤ 3
4 .

25. Sea f (x) =
∫ x

0 sen t2dt . Hallar lı́m
x→0

x− senx
f (x)

. Utilizar el polinomio de Taylor de orden

3 de f en el origen para hallar un valor aproximado de f (1
2) . ¿Es menor que 10−2 el

error cometido?

26. Sea f (x) = e2x−x2
. a) Aproximar

∫ 1
0 f usando el desarrollo de Taylor hasta x4 de f .

b) Sea H(x) =
∫ x+1

x f , x∈ [0,2] . Precisar en qué x alcanza sus valores máximo y mı́nimo.

c) Calcular el ĺımite de 1
x

∫ x
0 f (t)dt , i) cuando x→ 0 , ii) cuando x→ ∞ .
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27. Precisar dónde f (x) = 1
x [

3
√

1+3x−1] , f (0) = 1 , es derivable. Hallar im f .

Probar que
∫ 0
−2/3 f = 6− 3

2 log3− π

2

√
3 y aproximar la integral por Simpson con h = 1

3 .

Determinar si converge
∫

∞

1 f . Si F(x) =
∫ 0
−x f , hallar F ′(3) .

28. Hallar el área de la región acotada entre el eje x y la gráfica de f (x) = |x3−1|−2 .

29. Hallar el área de la región encerrada entre la gráfica de g(x) = |3−4x−2| y su recta
tangente en x = 2 .

30. Calcular el área de la región interior a la elipse x2

a2 + y2

b2 = 1 .

31. Hallar el área de la región encerrada entre la curva y = x3 y la recta tangente a la
curva en el punto de abscisa x = a > 0 .

32. Hallar el área de la región acotada comprendida entre y = 0 , la curva x2 + y2 = 4 y
la tangente a la curva en (1,−

√
3) .

33. Hallar el valor mı́nimo, si existe, de S(m) =
∫ 1

0 |x3−mx|dx .

34. Determinar si es mayor o menor el área encerrada por la gráfica de las funciones
i) f (x) = e−x/2 , ii) g(x) = e−x2

y el eje y=0 en el intervalo [0,1] o en el intervalo [1,∞) .

35. Probar que el área de la región encerrada entre las gráficas y = 3x e y = ex es menor
que 3 .

36. Describir las gráficas de las siguientes funciones escritas en coordenadas polares:

a) r = asenθ , b) r = asecθ , c) r = cos2θ , d) r = |cos2θ | .

37. Hallar el área de la región acotada por el eje x y la gráfica de h(x) = 1− |x−1| ,
integrando en coordenadas i) cartesianas, ii) polares.

38. Hallar el área de la región encerrada entre la cardioide r=1+cosθ y la circunferencia
r=cosθ .

39. Hallar el área comprendida entre las espirales r = 2e−θ y r = e−θ si i) θ ∈ [0,2π] ,
ii) θ≥0 .

40. Hallar la longitud de las curvas: i) y = logx , x ∈ [1,e] ; ii) y = x2/3 , x ∈ [0,1] .

41. El peŕımetro de una elipse de eje mayor 2a y de excentricidad k
(

k2 = 1− a2

b2

)
viene dado por L = 4a

∫ π/2
0

√
1− k2 sen2 θ dθ . Evaluar L integrando término a término

el desarrollo de la ráız en potencias de k2sen2θ . Hallar aproximadamente el peŕımetro
de la elipse 3x2 +4y2 = 12 .

42. Un sólido tiene por base el triángulo del plano xy limitado por los ejes y la recta
x + y = 1 . Cada sección producida por un plano perpendicular al eje x es un cuadrado
uno de cuyos lados está en la base. Hallar su volumen.
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43. Hallar el volumen del ‘toro’ obtenido al girar un ćırculo de radio r en torno a una
recta, situada en el plano del ćırculo, que está a una distancia d > r de su centro.

44. Sea R la región limitada por y = x
1+x y el eje x en [1,2] . a) Hallar el área de R

integrando respecto a i) x , ii) y . b) Hallar el volumen del sólido de revolución que
genera R al girar en torno i) al eje x ; ii) al eje y ; iii) a la recta y = 1 .

45. Supongamos que f (x)→ 3 si x→ ∞ . ¿Qué ocurre con el valor medio de f en [0,b]
cuando b→ ∞ ? Justificarlo.

46. Sea una varilla de longitud L situada en el eje x con un extremo en el origen. Hallar
su centro de gravedad y su momento de inercia respecto del origen si su densidad es

ρ(x) =
{

x2 si 0≤ x≤ L/2
L2/4 si L/2≤ x≤ L

.

47. Una part́ıcula avanza por el eje x con velocidad v(t) = t(1+ t2)a m/s en el instante
t . Si inicialmente está en x = 0 , ¿para qué valores de a : i) recorre 1 m antes de 1 s ,
ii) recorre 1m en un tiempo finito, iii) alcanza cualquier punto del semieje positivo en
tiempo finito?

Introducción al cálculo en C

1. Escribir los complejos: i) −5i , −3− i
√

3 , −π , 4−3i , en la forma eiθ .
ii) 3e−3πi , 4cos π

6 −4i sen π

6 , ei sen2 , i765432 , en la forma a+bi .

2. Calcular: 1
i + 3

1+i ,
(
−
√

3+ i
)10

,
(1−i

1+i

)5
, 4

√
−16eiπ/3 ,

∣∣e3−i |2+i |∣∣ .

3. Si z = x+ iy , escribir la parte real y la parte imaginaria de: z+ z+ z · z , z−2 , eiz .

4. Determinar si las siguientes igualdades son ciertas para todo z complejo:
2Re(z) = z+ z , Re(z ·w) = Re(z) ·Re(w) , |z|= |z| , z2 = |z|2 , sen(2z) = 2senzcosz .

5. Resolver las ecuaciones:
z2 + iz+2 = 0 , z3 +8 = 0 , z4−16z2 +100 = 0 , ez = 1 , cosz = 4 .

6. Representar los complejos que satisfacen:
z− z = i , |z−1| ≤ |z+1| , |z−1|= 2|z+1| , |ez|= Re(z) , Arg(z3)≤ π

2 .

7. Estudiar si f (z) = |z| y g(z) = |z|2 son continuas y derivables en z = 0 .

8. Estudiar si la función f (z) =
√

z que hace corresponder a cada z la ráız con argumento
principal más pequeño es continua en todo el plano complejo.

9. Demostrar que ez+w = ezew . Probar que f (z) = ez toma todos los valores complejos
menos el 0 , que no es inyectiva y que tiene periodo 2πi .

10. Definimos lnz = ln |z|+ i Arg(z) , z 6= 0 [ Arg(z) argumento principal de z ]. Comprobar
que elnz = z . Hallar ln1 , ln(2i) , ln(1+i) , ln(1−i) . Estudiar la continuidad de lnz .
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11. Probar que si z,w∈C entonces ||z|−|w|| ≤ |z−w| . Probar que si la sucesión compleja
{an} converge entonces también lo hace la sucesión real {|an|} .

12. Hallar (si existe) el ĺımite de las siguientes sucesiones de complejos:

2−n/2(1+ i)n , (1+5i
3+2i )

n
, 2−n(1+ i)n(1− i)−n , (n− i)3n−3 , ein/(n+1) , e(2−i)/n , e−nei

.

13. Determinar si convergen: ∑
(4−3i)n

n! , ∑
2−ni

n2 , ∑ei/n , ∑
in

n2 , ∑
(−i)n
√

n , ∑
1

[2−ein]n2 .

14. Estudiar si la serie ∑n7zn converge cuando i) z = 4−3i
5+i , ii) z = e−3πi .

15. Determinar la región del plano complejo en que converge la serie ∑
zn

en+n .

16. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias complejas y
decidir si convergen para z = i , z =−i , z = (1− i)2 , z = 1+ ei , z = ei |7+3i | :

∑
(−1)nzn

n3 , ∑
2nzn

n! , ∑
n!zn

nn , ∑
innnzn

2n , ∑
nzn

n+1 , ∑
inzn

n+1 .

17. Desarrollar en serie de Taylor en torno a z=0 , determinando el radio de convergencia:
3z

1+z−2z2 , senzcosz , sen2z
z , ez

1+z .
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Historia

0.6.0 - 10 de enero de 2003

Primera escrita a LaTeX, con el mismo orden en los temas que las anteriores
a ordenador (y los viejos apuntes a mano de los años 80), aunque añadiendo
diversas explicaciones a la teoŕıa y nuevos ejemplos y problemas.

0.7.0 - 1 de octubre de 2004

Con los mismos temas que las anteriores, pero algunos de ellos organizados
de forma diferente.

Si en la versión 2003 y anteriores el caṕıtulo 1 (además de repasarlos números
y sus propiedades) conteńıa las sucesiones y las series numéricas, en ésta se
acercan estas seriesa las de funciones, potencias y Taylor.

Las sucesiones se trasladan a la sección 2.2, con el fin de haber dado antes el
concepto de función y haber repasado las propiedades de los senos, cosenos,
exponenciales. Creo que el ĺımite de sucesiones (definición rigurosa de las
que suelen tener problemas para ser entendidas) se debe dar antes que el
ligeramente más complicado ĺımite de funciones.

El 4 pasa a comenzar con las series numéricas, luego se tratan las sucesiones
y series de funciones en general, y a continuación las de potencias. Los poli-
nomios de Taylor (con los que en el 2003 empezaba el caṕıtulo) se juntan en
la secciónn 4.4 a las series de Taylor para no interrumpir los argumentos.

El caṕıtulo 3 permanece tal como estaba. El 5 sigue casi, casi igual (simple-
mente las longitudes adelantan a los volúmenes en 5.6) y el 6 tampoco vaŕıa
significativamente.

Como todos los años, se corrigen erratas (y probablemente se crean algunas
nuevas), se añaden algunas explicaciones a la teoŕıa (en parte necesarias por la
nueva organización de los temas) y se elaboran nuevos ejemplos (y se cambian
otros de sitio).

Los problemas (comunes y adicionales) se organizan según el nuevo orden
de la teoŕıa. Los comunes se reducen de 117 a 100, a pesar de incluir los de
examen de 2004 y los de 2001 (antes en adicionales). Los adicionales, además
de unos pocos nuevos, recogen, como siempre, los retirados de las hojas de
comunes.

0.7.1 - 1 de octubre de 2005

Sólo se hace alguna corrección estética y de erratas a la teoŕıa y, como todos los
años, se cambian algo los problemas, tanto los comunes como los adicionales.

0.8.0 - 1 de octubre de 2006
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La letra pasa a ser Times (paquete mathptmx), lo que lleva a unos cuantos
ajustes estéticos, de orden o de lenguaje para ajustar espacios.

Las sucesiones de Cauchy se van al final de 2.2 (para aclarar que son secun-
darias en el temario del curso). Por la misma razón, Trapecios y Simpson son
adelantadas por la integración de series en 5.5.

Las sucesiones de ĺımite no justificado retrasan su aparición a 2.3 (aún sin
justificación, aunque más cerca del L’Hôpital, que pasa a ser demostrado
(sin ser utilizado) en 3.2). Se reordena también la sección 4.5 de los ĺımites
indeterminados.

Se retoca un poco la sección 3.3 (la parte de los polinomios de tercer y cuarto
orden).

Lo de siempre en problemas. Se incluyen de los exámenes del 2005-06 en
los 100 comunes, se cambia de sitio alguno y otros pasan a ser problemas
adicionales (que de año en año van creciendo).

0.9.0 - 24 de diciembre de 2007

Primera versión preparada para publicarse en Alqua –PPA.

0.9.1 - 12 de enero de 2008

Se añaden los problemas comunes y adicionales y las soluciones a los comunes.
– PPA.

Se reducen ligeramente los márgenes de la página. – ISP.

0.9.2 - 26 de marzo de 2008

Se ajusta el texto a los márgenes, lo que exige bastantes cambios de estilo. –
PPA.

Los ’problemas comunes’ pasan a llamarse ’problemas’ y adelantan sus solu-
ciones a los adicionales. – PPA.

0.9.3 - 7 de abril de 2008

Se corrige un error que eliminaba todas las cabeceras y pies de página. – ISP.

Se traslada a la sección de ’Historia’ un resumen de las versiones de los ’apun-
tes de Cálculo 1’. – PPA.

Las siguientes tareas merecen atención, a juicio de los editores y autores:

Desarrollar las secciones de cálculo numérico (y programas con que hacerlo).

Incluir más problemas resueltos (los adicionales, por ejemplo, o parte de ellos).

Incluir en el caṕıtulo 1 un breve resumen de ‘teoŕıa de conjuntos’.

Formalizar técnicamente la numeración de los problemas.
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Reconocimiento - NoComercial - CompartirIgual 2.5

Usted es libre de:

copiar, distribuir y comunicar públicamente la obra

hacer obras derivadas

Bajo las condiciones siguientes:

Reconocimiento. Debe reconocer los créditos de la obra de la manera especificada
por el autor o el licenciador (pero no de una manera que sugiera que tiene su apoyo
o apoyan el uso que hace de su obra).

No comercial. No puede utilizar esta obra para fines comerciales.

Compartir bajo la misma licencia. Si altera o transforma esta obra, o genera una
obra derivada, sólo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a
ésta.

Al reutilizar o distribuir la obra, tiene que dejar bien claros los términos de la licencia de
esta obra.

Alguna de estas condiciones puede no aplicarse si se obtiene el permiso del titular de los
derechos de autor.

Nada en esta licencia menoscaba o restringe los derechos morales del autor.

Los derechos derivados de usos legitimos u otras limitaciones reconocidas por la
ley no se ven afectados por lo anterior.

Esto es un resumen legible por humanos del texto legal (la licencia completa) disponible en:

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/es/legalcode.es

Aprenda cómo distribuir su obra utilizando esta licencia en:

http://creativecommons.org/learn/licenses
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Origen y metas del proyecto

En 1999 fundamos el proyecto Alqua con el objetivo de promover la creación de un
fondo de documentos libres de carácter cient́ıfico que permita a cualquiera aprender con
libertad.

Al constatar la duplicación de esfuerzos en la preparación de materiales didácticos
para la f́ısica y con el deseo de compartir nuestros conocimientos, nos inspiramos en
los principios de libertad que rigen el movimiento del software libre para establecer
aquéllos de Alqua. Primero pensamos que lo que escribiésemos debeŕıa poder disfrutarse
sin merma de libertad por las personas interesadas, y más tarde decidimos organizar
nuestros esfuerzos para ayudar a otras personas que compart́ıan nuestra visión a difundir
sus saberes mediante un esfuerzo cooperativo.

Para hacer efectivos dichos principios decidimos que los documentos publicados deben
ser libres en un sentido amplio: pueden reproducirse y distribuirse (gratuitamente o no,
es irrelevante) pero también pueden modificarse y usarse como base para otros trabajos.
A fin de evitar que estas libertades del lector-autor se restrinjan posteriormente, los
documentos contienen una licencia que explica los derechos que posee y estipula que
nadie que distribuya el documento, modificado o no, puede hacerlo de modo no libre.

Las ventajas de los documentos libres

Actualmente es ilegal compartir o modificar la mayoŕıa del conocimiento cient́ıfico
en fuentes impresas, que suelen ser inaccesibles para la mayoŕıa de los estudiantes y
bibliotecas del mundo en virtud de su precio y se actualizan con poca frecuencia debido
a su sistema de distribución tradicional.

En este contexto los documentos libres presentan ciertas ventajas.
Por una parte, en algunas disciplinas los documentos libres permiten facilitar el esta-

blecimiento de un sistema de mérito reduciendo las barreras de precio y disponibilidad.
El modelo de desarrollo libre para la ciencia se apoya sobre las libertades de distribución
y modificación. Éstas se ven favorecidas por el medio digital, aśı como por la concepción
del conocimiento como un patrimonio comunitario. Todo lo anterior permite reducir el
coste del documento a una cantidad marginal y anima a que lo mejor se combine con lo
mejor para producir un resultado excelente a la vez que actualizado.

Por otra parte, en casos donde la evaluación del mérito es más subjetiva, los documen-
tos libres pueden aportar una base sobre la que elaborar con un menor esfuerzo diferentes
perspectivas doctrinales o estéticas, mutaciones, iteraciones y apuestas que incentivan la
creación como un aspecto más del disfrute de la obra.

En suma, los documentos libres fomentan un acceso a la cultura más justo y com-
pleto. Para algunos dominios del conocimiento cient́ıfico el proceso de desarrollo libre
facilita la recombinación, lo que permite la producción de obras muy sofisticadas y com-
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pletas mientras que en otros ámbitos facilita la difusión de perspectivas plurales y la
experimentación creativa.

Una nueva dinámica de creación y aprendizaje

Algunas personas que hemos conocido están interesadas por este modelo de colabo-
ración, pero se preguntan qué clase de control tienen sobre sus documentos libres. La
respuesta es sencilla: la licencia está diseñada de modo que a cada cual se le atribuya
aquello de lo que es responsable y nada más. Para ello, se incluye en el documento una
sección en la que se explica quién hizo qué y cuándo lo hizo.

Uno de los efectos más interesantes de introducir los documentos libres en el aula es
que difuminan la frontera entre quien aprende y quien enseña. Los documentos libres son
un puente para establecer contacto con una comunidad de interés mucho más vasta que la
del centro educativo, permitiendo el aprendizaje continuo y fomentando una experiencia
plural y transformadora: el criterio para participar en un documento es, solamente,
hacerlo bien.

Un autor puede pensar que distribuir su documento bajo un copyright que restringe
la libertad de copia es más rentable que otorgar mayores libertades. Esto no es necesa-
riamente aśı, por varias razones.

En primer lugar, libre no quiere decir gratuito. Una editorial puede publicar un do-
cumento libre obteniendo beneficio de ello. De hecho, es una buena idea hacerlo dado lo
agradable que resulta manejar un libro bien encuadernado. También los autores pueden
aceptar una compensación de los lectores por su trabajo en un determinado documento.

En segundo lugar, la mayor parte de los autores son primeramente lectores. Cabe espe-
rar, pues, que para la mayoŕıa el enorme ahorro derivado del acceso a muchos documentos
libres supere holgadamente el beneficio económico obtenido de unos pocos documentos
no libres. La experiencia del software libre lo avala.

Finalmente, no se puede poner precio al beneficio social derivado de la existencia de
documentos libres. Gracias a los derechos que uno posee sobre un documento libre puede
adaptarlo para un curso académico eliminando lo que no es pertinente o es demasiado
avanzado y complementando el tema con nuevas aportaciones, desde ejercicios o diagra-
mas hasta apartados enteros.

Pensamos que las universidades u otras instituciones educativas podŕıan cumplir mejor
su función social poniendo a disposición de la sociedad que las financia, en condiciones
de libertad, su patrimonio más importante: el conocimiento.

El modelo de cooperación que proponemos (que anima al trabajo en equipo aunque no
lo impone) permite abrir todas estas perspectivas y algunas más. Alqua intenta ofrecer
los medios para esta tarea y relacionar, a través de los documentos libres, a los que tienen
saberes que comunicar y a los que sienten curiosidad por dichos saberes.

Conclusión

Alqua tiene una tarea muy ilusionante y tan ambiciosa que sólo es factible en comu-
nidad. Por ello, pedimos a las personas que forman parte de instituciones o empresas
que colaboren con Alqua para que éstas apoyen económicamente el proyecto o patroci-
nen ediciones impresas y donaciones a las bibliotecas públicas. Ciertamente, los medios
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materiales son necesarios, pero inútiles si, a nivel particular, no contamos con tu parti-
cipación como individuo, aprendiendo y enseñando, para que los documentos libres en
marcha y otros nuevos alcancen los altos niveles de calidad a los que aspiramos.

Te invitamos a construir un patrimonio cient́ıfico que nos pertenezca a todos.

Versión 2.0, marzo de 2003
http://www.alqua.org/fundamentos/manifiesto-de-alqua Copyright (C) Álvaro Tejero

Cantero y Pablo Ruiz Múzquiz, 2003.
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El texto que sigue es una explicación de qué es y cómo se utiliza un libro abierto
y contiene algunas recomendaciones sobre cómo crear un libro abierto a partir de un
documento de Alqua. Si estás leyendo estas páginas como anexo a otro documento, éste
es casi con seguridad un documento libre de Alqua; libre en el sentido descrito en el
manifiesto de Alqua y las directrices para documentos libres de Alqua . Si has obtenido
dicho documento en un centro público, como una biblioteca, entonces es además un libro
abierto de Alqua.

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documentos libres de Alqua que
se pueden obtener en las bibliotecas u otros centros públicos. La particularidad de los
libros abiertos no reside en qué contienen (el contenido es el mismo que el de los libros
descargados de la red) sino en cómo pueden utilizarse.

Al igual que los usuarios de Alqua a través de la red forman una comunidad de
interés que aprende colectivamente leyendo los documentos, discutiendo sobre ellos y
modificándolos para adaptarlos a propósitos muy variados, los lectores de una bibliote-
ca constituyen también una comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de
constante realimentación: las nuevas versiones son léıdas, corregidas o quizá bifurcadas,
lo que conduce a la publicación de nuevas versiones listas a su vez para un nuevo ciclo
del proceso. ¿Por qué no abrir esa dinámica a la participación de comunidades que no se
articulan en torno a la red?. No todos disponen del tiempo o los medios para participar
efectivamente en el proceso de mejora de los documentos a través de la red, que es la
aportación diferencial más importante de los libros libres respecto a los no libres. Por ello
queremos poner a disposición de las bibliotecas libros abiertos que faciliten lo siguiente:

El acceso de personas sin recursos informáticos al conocimiento que su estudio
proporciona.

La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documentos por parte de la
ampĺısima comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro medio que un lápiz o
una pluma.

La formación de grupos de interés locales: compartir a través de un documento
libre puede compartir su proceso de aprendizaje con personas interesadas por temas
afines.

La constitución, hasta en los centros que cuentan con una financiación más débil, de
un fondo de documentos libres que cubra áreas del conocimiento que su presupuesto
no permite afrontar.
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¿Cómo puedo contribuir a los libros abiertos?

Sólo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero recordando que compartes tu
experiencia de aprendizaje con otras personas.

Por ejemplo, contrariamente a lo que haŕıas con cualquier otro libro de la biblioteca
puedes escribir en los márgenes de los libros abiertos tus propios comentarios: correc-
ciones, aclaraciones, bibliograf́ıa relacionada... Intenta hacerlo ordenadamente, de modo
que no interrumpa la lectura.

Si quieres compartir algún razonamiento más largo, puedes utilizar tus propias hojas
e incorporarlas al final del documento, poniendo una nota donde corresponda. En este
caso, no olvides firmar tu contribución con un nombre o seudónimo y, opcionalmente,
una dirección de correo electrónico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puede incorporar tus contribucio-
nes a la versión que se distribuye en ĺınea, con la ayuda de la comunidad de Alqua.
De esta manera abrimos el mecanismo de colaboración a los lectores que no están acos-
tumbrados al ordenador o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoŕıa en
el caso de que los cambios se incorporen y establecer contacto al respecto. Damos por
hecho que al escribir tus aportaciones en un libro abierto estás de acuerdo con que sean
libremente utilizadas (en el sentido descrito en las directrices para documentos libres ya
mencionadas) y por lo tanto incorporadas a las sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se puedan separar sus hojas porque
no hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tenemos que usar la encuader-
nación como un modo de evitar la reproducción, puesto que no sólo no la prohibimos
sino que animamos a ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en préstamo
puedes llevar contigo sólo la parte que estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sólo para mejorar los documentos, sino para
que existan: hace falta imprimir, encuadernar y donar a una biblioteca un documento
libre de Alqua para que se convierta en un libro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a que los libros abiertos per-
duren en la biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por el uso y actualizando
periódicamente el documento impreso. Para facilitar la tarea a continuación propone-
mos un sistema de encuadernación modular.

¿Cómo puedo publicar un libro abierto?

Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versión más actualizada del documento tal cual se distribuye en la
página web de Alqua, http://alqua.org

2. Conseguir una encuadernación modular – sugerimos un archivador de anillas con
una ventana o de portada transparente. Ello permite llevar consigo sólo la parte
del libro que se está usando y añadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el t́ıtulo, el autor y la clasificación decimal universal
en su lomo y tapas.

4. Donarlo a la biblioteca y comunicar a Alqua la edición, escribiendo a contac-
to@alqua.org .
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Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de particulares como de bibliotecas y
otras instituciones, con un coste marginal que no se verá significativamente incrementado
por la conservación y actualización puesto que se puede mantener la encuadernación y
sustituir solamente las páginas impresas.

En conclusión

El proyecto libros abiertos, consecuencia de los principios establecidos en el manifiesto
de Alqua , persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y asequible de documentos
libres y a la vez facilitar la participación de los usuarios en el proceso creativo del que
son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estos objetivos.

(C) Álvaro Tejero Cantero, 2003.
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Cálculo
Cálculo diferencial e integral en una variable

Pepe Aranda

descripción
Una introducción al cálculo diferencial e integral en
una variable real con abundantes ejemplos. Incluye
derivadas, gráficas, sucesiones y series, Taylor, defi-
niciones rigurosas de ĺımite y sus técnicas de cálcu-
lo, teoremas fundamentales, integrales impropias...
y demostraciones. Contiene además algunas ideas
de cálculo numérico, un breve complemento sobre
funciones de variable compleja y bastantes proble-
mas resueltos y sin resolver.

requisitos

Aritmética básica

Manejo de las funciones elementales

http://alqua.org/libredoc/CAL1

Aprende en comunidad - http://alqua.org �

otros documentos libres

Variedades, tensores y f́ısica - Óptica electromagnética - Ecuaciones
diferenciales ordinarias - Introducción a la f́ısica cuántica, segunda
parte - Redes y sistemas - Sistemas Operativos - Geometŕıa simpléc-
tica - F́ısica del láser - Análisis funcional - Mecánica lagrangiana -
Geograf́ıa general de España (en preparación).

http://alqua.org/libredoc/

alqua,madeincommunity
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